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Передмова
Посiбник створений вiдповiдно до вимог робочої програми з дисциплiни Математи-

чний аналiз для спецiальностей А4 Середня освiта (А4.08 Середня освiта (Фiзика та
астрономiя)), освiтня програма STEM-навчання. Мета посiбника- дати студентам най-
доступнiший спосiб здобуття нових знань з роздiлiв математичного аналiзу з приклада-
ми розв’язання типових задач. Використано також один з нових пiдходiв до розв’язання
типових задач у середовищi MapleSoft.

В посiбнику викладено основнi поняття математичного аналiзу. Його можна безпо-
середньо використовувати i за прямим призначенням, як навчальний посiбник, i для
самостiйного ознайомлення з курсом приведених роздiлiв математичного аналiзу.

Кожний роздiл присвячений певнiй темi курсу математичного аналiзу i має таку
структуру. Протягом роздiлу розглянуто теоретичний матерiал, пiдкрiплений прикла-
дами. Останнiй параграф роздiлу присвячений розв’язанню типових завдань у програм-
ному середовищi MapleSoft. В кiнцi роздiлу, для закрiплення основних теоретичних
положень i навичок розв’язування задач для самоконтролю, читачевi пропонуються
завдання для самостiйного розв’язування.

Перша частина посiбника присвячена диференцiальному та iнтегральному численню
функцiй однiєї змiнної.

Перший роздiл присвячено вивченню числових послiдовностей та способам визна-
чення їхнiх границь.

Другий роздiл присвячено вивченню видiв функцiй дiйсної змiнної та їх представ-
ленню в середовищi MapleSoft.

В третьому роздiлi розглянуто поняття границi функцiї, методи обчислення границь
функцiй та дослiдження неперервностi функцiй.

Четвертий роздiл присвячено розгляду понять похiдної та диференцiала функцiї
однiєї змiнної, застосування похiдної для реальних технiчних задач, основним правилам
диференцiювання.

В п’ятому роздiлi розглянуто основнi властивостi диференцiйованих функцiй та
формули Тейлора, їх практичнi застосування.

В шостому роздiлi розглянуто дослiдження функцiй та побудова графiкiв.
Сьомий та восьмий роздiли присвяченi визначенню понять первiсних та визначених

iнтегралiв, прийомам iнтегрування, застосуванню iнтегралiв до розв’язування задач
фiзики та механiки.

Посiбник вiдображає багаторiчний досвiд роботи його авторiв у закладах вищої освi-
ти i практикованi методичнi прийоми подання навчального матерiалу в найбiльш ком-
пактнiй i доступнiй формi. Вiн пiдводить пiдсумок багаторiчного досвiду викладан-
ня математичного аналiзу на кафедрi фiзики та прикладної математики в навчально-
науковому iнститутi "Днiпровський iнститут iнфраструктури i транспорту".

Нехай вiн буде корисним новим студентам!
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Частина I

Диференцiальне та iнтегральне
числення функцiї однiєї змiнної

7



Тема 1

Границя числової послiдовностi

1.1. Числовi послiдовностi

Означення 1. Якщо кожному числу 𝑛 натурального ряду ставиться у вiдповiд-
нiсть дiйсне число 𝑥𝑛, то множину чисел:

𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, . . .

називають числовою послiдовнiстю або просто послiдовнiстю.

Послiдовнiсть з елементами 𝑥𝑛 позначають або 𝑥𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . ., або {𝑥𝑛}.
Послiдовнiсть вважається заданою, якщо вказане правило, за яким отримують її

елементи, тобто закон вiдображення 𝑓 : N → R.
Найчастiше цей закон описують у виглядi аналiтичного виразу або формули. Такий

спосiб називають аналiтичним.

П р и к л а д 1. 𝑎𝑛 = 𝑛2. Послiдовнiсть має вигляд 1; 4; 9; 16; . . . .

П р и к л а д 2. 𝑎𝑛 =

{︂
1, 𝑛 = 2𝑘 − 1;
0, 𝑛 = 2𝑘,

де 𝑘 = 1, 2, . . . .

Запишемо кiлька перших членiв цiєї послiдовностi: 1; 0; 1; 0; . . . .

П р и к л а д 3. 𝑎𝑛 =
1

2

(︀
1 + (−1)𝑛+1

)︀
. Неважко бачити, що ця послiдовнiсть i послiдовнiсть

iз попереднього прикладу — однаковi.

Закон, за яким задається 𝑛-й член послiдовностi, можна описати i в такий спо-
сiб: задати кiлька перших членiв послiдовностi i виразити її 𝑛-й член через попереднi.
Такий спосiб задання називають рекурентним (вiд латинського recursio — повернення).

П р и к л а д 4. 𝑎1 = 1, 𝑎2 = 1, 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛−1 + 𝑎𝑛−2, 𝑛 = 3, 4, . . . . Маємо послiдовнiсть:
1; 1; 2; 3; 5; 8; . . . . Її називають послiдовнiстю Фiбоначчi.

П р и к л а д 5. Нехай 𝑎1 та 𝑑 — заданi числа. Визначимо 𝑛-й член за формулою 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛+𝑑.
Отримуємо послiдовнiсть вигляду 𝑎1; 𝑎1 + 𝑑; 𝑎1 + 2𝑑; . . .. Її називають арифметичною прогре-
сiєю.

П р и к л а д 6. Нехай 𝑎1 та 𝑞 — заданi числа. Визначимо 𝑛-й член за формулою 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛𝑞.
Отримуємо послiдовнiсть вигляду 𝑎1; 𝑎1𝑞; 𝑎1𝑞

2; . . .. Вона називається геометричною прогресi-
єю.
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Не завжди числова послiдовнiсть задається формулою її загального члена. Так, на-
приклад, послiдовнiсть 1; 1, 4; 1, 41, . . . десяткових наближених значень

√
2 з недоста-

чею задається не формулою, а описом процесу, який дозволяє для кожного натураль-

ного 𝑛 знайти наближене значення
√
2 з точнiстю до

1

10𝑛
. Ще одним таким прикладом

є послiдовнiсть простих чисел
2, 3, 5, 7, . . .

Нiякi формули (якi б мiстили лише елементарнi операцiї) для загального члена послi-
довностi простих чисел невiдомi. Проте процес побудови цiєї послiдовностi (вiдоме з
арифметики «решето Ератосфена») дуже простий: у рядi натуральних чисел викре-
слюються парнi числа, потiм — кратнi трьом i т.д.

Заданням скiнченної множини перших членiв послiдовнiсть не визначається одно-
значно. Дiйсно, якщо заданi числовi значення лише перших 𝑘 членiв 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘, то
решту членiв 𝑎𝑘+1, 𝑎𝑘+2, . . . можна визначити як завгодно i отримати скiльки завгодно
рiзних послiдовностей.

Нехай, наприклад, заданi першi чотири члени послiдовностi:

1, 2, 3, 4, . . .

Поклавши при 𝑘 > 4, 𝑎𝑘 = 0, отримаємо послiдовнiсть

1, 2, 3, 4, 0, 0, . . . ;

поклавши 𝑎𝑘 = 1, отримаємо
1, 2, 3, 4, 1, 1, . . . .

За даними 𝑘 першими членами можна побудувати рiзнi формули 𝑎𝑛 = 𝑓(𝑛), якi б
давали при 𝑛 = 1, 2, . . . , 𝑘 вiдповiдно значення чисел 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘.

Так, у розглянутому щойно прикладi можна покласти 𝑎𝑛 = 𝑛 або 𝑎𝑛 = 𝑛+(𝑛−1)(𝑛−
2)(𝑛 − 3)(𝑛 − 4). При цьому отримаємо двi рiзнi послiдовностi з однаковими першими
чотирма членами 1, 2, 3, 4. Решта їхнiх членiв будуть рiзнi.

1.2. Обмеженi послiдовностi

Означення 2. Послiдовнiсть {𝑥𝑛} називають обмеженою зверху (знизу), якщо
iснує число 𝑀 (𝑚) таке, що для усiх 𝑛 ∈ N виконується нерiвнiсть 𝑥𝑛 6 𝑀 (𝑥𝑛 > 𝑚).

Числа 𝑀 i 𝑚 називають верхньою та нижньою гранями послiдовностi. Очевидно,
що послiдовнiсть, обмежена зверху (знизу), має безлiч верхнiх (нижнiх) граней. Най-
меншу з верхнiх граней називають точною верхньою гранню, її позначають символом
sup{𝑥𝑛}. Найбiльшу з нижнiх граней називають точною нижньою гранню, ї ї познача-
ють символом inf{𝑥𝑛}.
П р и к л а д 1. Послiдовнiсть 1, 2, . . . , 𝑛, . . . обмежена знизу. За нижню грань можна взяти
будь-яке число, що не перевищує одиницi. Очевидно, що inf{𝑥𝑛}=1.
П р и к л а д 2. Послiдовнiсть −1, −4, −6, , . . . , −2𝑛, . . . обмежена зверху. За верхню грань
можна взяти будь-яке число 𝑀 > −1, 𝑀 = −1 є точною верхньою гранню заданої множини
чисел.

П р и к л а д 3. Послiдовнiсть
1

2
,
2

3
,
1

3
,
3

4
, . . . ,

1

𝑛
,

𝑛

𝑛+ 1
, . . . є обмеженою i зверху, i знизу.

Числа 0 i 1 є вiдповiдно її точною нижньою i точною верхньою гранями.

Означення 3. Послiдовнiсть, обмежену i зверху i знизу, називають обмеженою
послiдовнiстю. Тобто послiдовнiсть {𝑥𝑛} називають обмеженою, якщо iснують числа
𝑚 i 𝑀 такi, що для усiх 𝑛 ∈ N виконується нерiвнiсть 𝑚 6 𝑥𝑛 6 𝑀 .
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Твердження 1.2. 1. Послiдовнiсть {𝑥𝑛} є обмеженою тодi i тiльки тодi, коли
iснує число 𝐴 > 0 таке, що |𝑥𝑛| 6 𝐴 для усiх 𝑛 ∈ N.

Означення 4. Послiдовнiсть {𝑥𝑛} називають необмеженою, якщо для будь-якого
числа 𝐴 > 0 знайдеться член послiдовностi 𝑥𝑁 такий, що |𝑥𝑁 | > 𝐴.
П р и к л а д 4. Послiдовнiсть 1, 2, 1, 3, 1, 4, . . . , 1, 𝑛, . . . необмежена.
П р и к л а д 5. Послiдовнiсть 1, 2, 3, . . . , 𝑛, . . . необмежена.
П р и к л а д 6. Послiдовнiсть 1,−2, 3,−4, . . . , (−1)𝑛+1𝑛, . . . необмежена.

1.3. Монотоннi послiдовностi

Означення 5. Послiдовнiсть {𝑎𝑛} називають зростаючою (спадною), якщо для
будь-якого номера 𝑛 має мiсце нерiвнiсть

𝑎𝑛+1 > 𝑎𝑛 (𝑎𝑛+1 < 𝑎𝑛).

П р и к л а д 1. Послiдовнiсть 𝑎𝑛 =
𝑛+ 1

𝑛
, 𝑛 = 1, 2, . . . є спадною.

Дiйсно, розглянемо рiзницю 𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛:

𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 =
𝑛+ 2

𝑛+ 1
− 𝑛+ 1

𝑛
=

(𝑛+ 2)𝑛− (𝑛+ 1)2

(𝑛+ 1)𝑛
=

−1

(𝑛+ 1)𝑛
< 0.

Отже, для будь-якого 𝑛 виконується нерiвнiсть 𝑎𝑛+1 < 𝑎𝑛, тобто послiдовнiсть {𝑎𝑛} є спадною.

П р и к л а д 2. Послiдовнiсть 𝑏𝑛 =
3𝑛+ 4

𝑛+ 2
, 𝑛 = 1, 2, . . . є зростаючою.

Переконатися у цьому пропонуємо самостiйно.

Означення 6. Послiдовнiсть {𝑎𝑛} називається незростаючою (неспадною), якщо
для будь-якого натурального 𝑛 має мiсце нерiвнiсть

𝑎𝑛+1 6 𝑎𝑛 (𝑎𝑛+1 > 𝑎𝑛).

П р и к л а д 3. Послiдовнiсть 1;
1

2
;
1

2
;
1

3
;
1

3
;
1

4
;
1

4
; . . . є незростаючою.

П р и к л а д 4. Послiдовнiсть 1; 2; 3; 3; 4; 5; 5; . . . є неспадною.

За у в аженн я. Якщо послiдовнiсть {𝑎𝑛} одночасно є неспадною i незростаючою,
то вона є сталою: 𝑎1 = 𝑎2 = . . . = 𝑎𝑛 = . . ..

Означення 7. Спаднi, зростаючi, неспаднi та незростаючi послiдовностi назива-
ють монотонними послiдовностями, а спаднi та зростаючi — строго монотонними.

1.4. Нескiнченно великi i нескiнченно малi послiдов-
ностi

Означення 8. Послiдовнiсть {𝑥𝑛} називають нескiнченно великою, якщо для будь-
якого числа 𝐴 > 0 (яке може бути наскiльки завгодно великим) iснує такий номер 𝑁 ,
що |𝑥𝑛| > 𝐴 для 𝑛 > 𝑁 .
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Iз означення випливає, що нескiнченно велика послiдовнiсть є необмеженою. Але
не кожна необмежена є нескiнченно великою. Так, iз наведених у попередньому пунктi
прикладiв нескiнченно великими є послiдовностi з прикладiв 5 та 6. Послiдовнiсть iз
прикладу 4 не є нескiнченно великою, оскiльки нерiвнiсть |𝑥𝑛| > 𝐴 виконується не для
всiх 𝑛.

Означення 9. Послiдовнiсть {𝛼𝑛} називають нескiнченно малою, якщо для будь-
якого числа 𝜀 > 0 (яке може бути наскiльки завгодно малим) iснує такий номер 𝑁 ,
що |𝛼𝑛| < 𝜀 для 𝑛 > 𝑁 .

Мiж нескiнченно великими i нескiнченно малими послiдовностями має мiсце такий
зв’язок:

Твердження 1.4. 1. Якщо послiдовнiсть {𝑥𝑛} — нескiнченно велика i всi її члени

вiдмiннi вiд нуля, то послiдовнiсть
{︂

1

𝑥𝑛

}︂
є нескiнченно малою, i навпаки, якщо {𝛼𝑛}

— нескiнченно мала послiдовнiсть i 𝛼𝑛 ̸= 0, то послiдовнiсть
{︂

1

𝛼𝑛

}︂
— нескiнченно

велика.

1.4.1. Властивостi нескiнченно малих

Твердження 1.4. 2. Сума i рiзниця двох нескiнченно малих послiдовностей — не-
скiнченно мала.
На с л i д о к. Сума скiнченної кiлькостi нескiнченно малих є нескiнченно малою.

Твердження 1.4. 3. Нескiнченно мала послiдовнiсть — обмежена.

Твердження 1.4. 4. Добуток нескiнченно малої на обмежену є нескiнченно ма-
лою.
На с л i д о к. Добуток нескiнченно малих є нескiнченно малою.

1.5. Збiжнi послiдовностi
Означення 10. Число 𝑎 називають границею послiдовностi {𝑥𝑛}, якщо для будь-

якого числа 𝜀 > 0 iснує номер 𝑁 такий, що при 𝑛 > 𝑁 виконується нерiвнiсть
|𝑥𝑛 − 𝑎| < 𝜀, тобто якщо рiзниця 𝑥𝑛 − 𝑎 є нескiнченно малою.

Послiдовнiсть, для якої iснує границя, називають збiжною. Якщо число 𝑎 є грани-
цею послiдовностi {𝑥𝑛}, то кажуть, що послiдовнiсть {𝑥𝑛} збiгається до 𝑎. Позначають
цей факт символами: 𝑥𝑛 → 𝑎 або lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 = 𝑎.

Послiдовностi, що не мають границi, називають розбiжними.
П р и к л а д 1. Послiдовнiсть 𝑥𝑛 = 𝐶, 𝑛 = 1, 2, . . ., де 𝐶 — стала величина, збiгається до 𝐶.

Справдi, яким би не було число 𝜀 > 0, нерiвнiсть |𝑥𝑛 − 𝐶| < 𝜀 для даної послiдовностi
виконується для усiх 𝑛 ∈ N. Отже, границя сталої дорiвнює самiй сталiй:

lim
𝑛→∞

𝐶 = 𝐶.

П р и к л а д 2. Послiдовнiсть
{︂
1

𝑛

}︂
збiгається до 0.

Задамо яке-небудь додатне число 𝜀 i покажемо, що iснує номер 𝑁 такий, що для всiх 𝑛 > 𝑁

виконується нерiвнiсть
⃒⃒⃒⃒
1

𝑛
− 0

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀. Розв’яжемо цю нерiвнiсть вiдносно 𝑛:

1

𝑛
< 𝜀 ⇔ 𝑛 >

1

𝜀
.
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Як бачимо, за 𝑁 можна взяти, наприклад, число 𝑁 =

[︂
1

𝜀

]︂
, де квадратнi дужки позначають

цiлу частину числа.

П р и к л а д 3. Покажемо, що lim
𝑛→∞

𝑛+ 1

2𝑛+ 1
=

1

2
.

Розв’яжемо вiдносно 𝑛 нерiвнiсть
⃒⃒⃒⃒
𝑛+ 1

2𝑛+ 1
− 1

2

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀, де 𝜀 — будь-яке наперед задане додатне

число. Оскiльки ⃒⃒⃒⃒
𝑛+ 1

2𝑛+ 1
− 1

2

⃒⃒⃒⃒
=

⃒⃒⃒⃒
2𝑛+ 2− 2𝑛− 1

(2𝑛+ 1)2

⃒⃒⃒⃒
=

1

2(2𝑛+ 1)
,

то ⃒⃒⃒⃒
𝑛+ 1

2𝑛+ 1
− 1

2

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀 ⇔ 1

2(2𝑛+ 1)
< 𝜀 ⇔ 𝑛 >

1

4𝜀
− 1

2
.

Враховуючи, що
1

4𝜀
− 1

2
<

1

4𝜀
<

[︂
1

4𝜀

]︂
+ 1, знаходимо, що за 𝑁 можна взяти число 𝑁 =

[︂
1

4𝜀

]︂
.

П р и к л а д 4. Очевидно, що послiдовнiсть 1, −1, 1, −1, . . . , (−1)𝑛+1, . . . є розбiжною.

Означення 11. 𝛿-околом точки 𝑥0 називають множину
(𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿), 𝛿 > 0.

Означення 12. Проколотим 𝛿-околом точки 𝑥0 називають множину
(𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿) ∖ {𝑥0} = (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0)

⋃︁
(𝑥0, 𝑥0 + 𝛿), 𝛿 > 0.

За у в аженн я 1. Якщо послiдовнiсть {𝑥𝑛} збiгається до 𝑎, то, починаючи з деякого
номера, усi члени послiдовностi потрапляють у 𝜀-окiл точки 𝑎:

|𝑥𝑛 − 𝑎| < 𝜀 ⇔ −𝜀 < 𝑥𝑛 − 𝑎 < 𝜀 ⇔
𝑎− 𝜀 < 𝑥𝑛 < 𝑎+ 𝜀 ⇔ 𝑥𝑛 ∈ (𝑎− 𝜀, 𝑎+ 𝜀) при 𝑛 > 𝑁.

Поза цим околом знаходиться скiнченна кiлькiсть членiв послiдовностi.
З а у в аженн я 2. Якщо послiдовнiсть {𝑥𝑛} збiгається до 𝑎, то її загальний член

можна подати у виглядi 𝑥𝑛 = 𝑎+ 𝛼𝑛, де 𝛼𝑛 — нескiнченно мала.

З а у в аженн я 3. Нескiнченно велика послiдовнiсть {𝑥𝑛} границi не має. Те, що по-
слiдовнiсть {𝑥𝑛} є нескiнченно великою, позначають так: 𝑥𝑛 → ∞ або
lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = ∞. Записи 𝑥𝑛 → +∞ або lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = +∞ (𝑥𝑛 → −∞ або lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = −∞) озна-
чають, що послiдовнiсть {𝑥𝑛} є нескiнченно великою i, починаючи з деякого номера, її
члени набувають додатних (вiд’ємних) значень.

З а у в аженн я 4. Очевидно, що нескiнченно мала послiдовнiсть {𝛼𝑛} є збiжною i
lim
𝑛→∞

𝛼𝑛 = 0.

1.5.1. Властивостi збiжних послiдовностей

1∘. Єдинiсть границi збiжної послiдовностi

Твердження 1.5. 1. Збiжна послiдовнiсть має тiльки одну границю.

2∘. Обмеженiсть збiжної послiдовностi

Твердження 1.5. 2. Збiжна послiдовнiсть — обмежена.
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3∘. Арифметичнi операцiї над збiжними послiдовностями

Твердження 1.5. 3. Нехай {𝑥𝑛} i {𝑦𝑛} — збiжнi послiдовностi i нехай lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑎,
lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑏, тодi
1) lim

𝑛→∞
(𝑥𝑛 ± 𝑦𝑛) = lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 ± lim

𝑛→∞
𝑦𝑛 = 𝑎± 𝑏;

2) lim
𝑛→∞

(𝑥𝑛 · 𝑦𝑛) = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 · lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑎 · 𝑏;

3) якщо 𝑦𝑛 ̸= 0 i lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 ̸= 0, то lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

𝑦𝑛
=

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛

lim
𝑛→∞

𝑦𝑛
=

𝑎

𝑏
.

З а у в аженн я. Твердження 1.5.3 справджується для скiнченної кiлькостi збiжних
послiдовностей i, взагалi кажучи, перестає бути справедливим для нескiнченного їх
числа.

4∘. Граничний перехiд у нерiвностях

Твердження 1.5. 4. Якщо члени збiжної послiдовностi {𝑥𝑛}, починаючи з деяко-
го номера, задовольняють нерiвнiсть 𝑥𝑛 > 𝑏 (𝑥𝑛 6 𝑏), то i границя 𝑎 цiєї послiдовностi
задовольняє нерiвнiсть 𝑎 > 𝑏 (𝑎 6 𝑏).

За у в аженн я. Якщо нерiвнiсть є строгою 𝑥𝑛 > 𝑏 (𝑥𝑛 < 𝑏), то в результатi гранично-
го переходу вона не порушується, хiба що може перейти в нестрогу

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 > 𝑏 ( lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 6 𝑏). Наприклад, усi члени послiдовностi
{︂
1

𝑛

}︂
задовольняють

нерiвнiсть
1

𝑛
> 0, а lim

𝑛→∞

1

𝑛
= 0.

1.6. Ознаки iснування границi послiдовностi
Твердження 1.6. 1. Монотонна обмежена послiдовнiсть збiгається.

Твердження 1.6. 2. Нехай послiдовностi {𝑥𝑛}, {𝑦𝑛}, {𝑧𝑛} такi, що
𝑥𝑛 6 𝑦𝑛 6 𝑧𝑛, i нехай послiдовностi {𝑥𝑛} i {𝑧𝑛} збiгаються до 𝑎, тодi послiдовнiсть
{𝑦𝑛} теж збiгається до 𝑎.

1.7. Теорема про вкладенi промiжки
Нехай задана система промiжкiв

[𝑎1, 𝑏1] ⊃ [𝑎2, 𝑏2] ⊃ . . . ⊃ [𝑎𝑛, 𝑏𝑛] ⊃ . . . ,

у якiй кожний наступний промiжок мiститься у попередньому. Таку систему промiжкiв
називають вкладеною системою промiжкiв. Кiнцi промiжкiв вкладеної системи про-
мiжкiв задовольняють вимоги

𝑎1 6 𝑎2 6 . . . 6 𝑎𝑛 6 . . . 6 𝑏𝑛 6 . . . 6 𝑏2 6 𝑏1.

Кажуть, що довжини вiдрiзкiв вкладеної системи промiжкiв прямують до нуля, якщо
lim
𝑛→∞

(𝑏𝑛 − 𝑎𝑛) = 0.

Теорема 1 (Про вкладенi промiжки). Для будь-якої системи вкладених промiжкiв,
довжини вiдрiзкiв якої прямують до нуля, iснує єдина точка, що належить усiм
вiдрiзкам одночасно.
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1.8. Деякi способи обчислення границь
При обчисленнi границi послiдовностi користуються властивостями збiжних послi-

довностей. Випадки, у яких не можна ними скористатися, називають невизначеностя-
ми. Такими невизначеностями є:

1) вiдношення двох нескiнченно малих — невизначенiсть виду
{︂
0

0

}︂
;

2) вiдношення двох нескiнченно великих — невизначенiсть виду
{︁∞
∞

}︁
;

3) добуток нескiнченно малої на нескiнченно велику — невизначенiсть виду {0 · ∞}.
Враховуючи, що обернена до нескiнченно малої є нескiнченно великою i, навпаки,
обернена до нескiнченно великої є нескiнченно малою, невизначенiсть {0·∞} мож-

на звести до виду {0 · ∞} =

{︂
1

∞
·∞
}︂

=
{︁∞
∞

}︁
або до виду {0 · ∞} =

{︂
0 · 1

0

}︂
=

=

{︂
0

0

}︂
.

4) рiзниця двох нескiнченно великих — невизначенiсть виду {∞−∞};

5) невизначеностi виду {1∞}, {∞0}, {00}.

У цьому роздiлi ми обмежимося розглядом лише деяких невизначеностей. Повний
аналiз усiх перелiчених типiв невизначеностей проводиться у роздiлi «3.8. Границя фун-
кцiї», див. стор. 37.

При розв’язуваннi прикладiв часто зустрiчаються такi границi:

lim
𝑛→∞

1

𝑛𝑘
= 0 при 𝑘 > 0;

lim
𝑛→∞

𝑝𝑛 =

{︂
∞, при |𝑝| > 1,
0, при |𝑝| < 1;

lim
𝑛→∞

𝑛

𝑝𝑛
= 0 при |𝑝| > 1.

П р и к л а д 1. Знайти границю lim
𝑛→∞

𝑛2 + 3𝑛+ 4

2𝑛2 − 𝑛+ 5
.

Р о з в ’ я з а н н я. Подiлимо чисельник i знаменник дробу на 𝑛2:

lim
𝑛→∞

𝑛2 + 3𝑛+ 4

2𝑛2 − 𝑛+ 5
=
{︁∞
∞

}︁
= lim

𝑛→∞

1 +
3

𝑛
+

4

𝑛2

2− 1

𝑛
+

5

𝑛2

=
lim
𝑛→∞

(1 +
3

𝑛
+

4

𝑛2
)

lim
𝑛→∞

(2− 1

𝑛
+

5

𝑛2
)
=

1

2
.

П р и к л а д 2. Знайти границю lim
𝑛→∞

(3− 4𝑛)2

(𝑛− 3)3 − (𝑛+ 1)3
.

Р о з в ’ я з а н н я. Звертаємо увагу, що в знаменнику дробу маємо невизначенiсть виду
{∞−∞}. Пiсля нескладних перетворень отримаємо

(𝑛− 3)3 − (𝑛+ 1)3 = ((𝑛− 3)− (𝑛+ 1))
(︀
(𝑛− 3)2 + (𝑛− 3)(𝑛+ 1) + (𝑛+ 1)2

)︀
=

= −4
(︀
(𝑛− 3)2 + (𝑛− 3)(𝑛+ 1) + (𝑛+ 1)2

)︀
.

Тодi

lim
𝑛→∞

(3− 4𝑛)2

(𝑛− 3)3 − (𝑛+ 1)3
= −1

4
lim
𝑛→∞

(3− 4𝑛)2

(𝑛− 3)2 + (𝑛− 3)(𝑛+ 1) + (𝑛+ 1)2
=
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= −1

4
lim
𝑛→∞

( 3𝑛 − 4)2

(1− 3
𝑛)

2 + (1− 3
𝑛)(1 +

1
𝑛) + (1 + 1

𝑛)
2
= −1

4
· 16
3

= −4

3
.

П р и к л а д 3. Знайти границю lim
𝑛→∞

√
𝑛+ 1 sin𝑛!

𝑛+ 2
.

Р о з в ’ я з а н н я. Чисельник дробу являє собою добуток нескiнченно великої на обмежену
i є необмеженою величиною, знаменник — нескiнченно велика величина. Подiлимо чисельник
i знаменник на 𝑛:

lim
𝑛→∞

√
𝑛+ 1 sin𝑛!

𝑛+ 2
= lim

𝑛→∞

√︁
1
𝑛 + 1

𝑛2 sin𝑛!

1 + 2
𝑛

= 0.

У результатi отримано дрiб, знаменник якого прямує до 1, а чисельник являє собою добуток

нескiнченно малої на обмежену: lim
𝑛→∞

√︂
1

𝑛
+

1

𝑛2
= 0, | sin𝑛!| 6 1, тобто чисельник отриманого

дробу прямує до нуля.

П р и к л а д 4. Знайти границю lim
𝑛→∞

(
√
𝑛+ 1−

√
𝑛).

Р о з в ’ я з а н н я.

lim
𝑛→∞

(
√
𝑛+ 1−

√
𝑛) = {∞−∞} = lim

𝑛→∞

(
√
𝑛+ 1−

√
𝑛)(

√
𝑛+ 1 +

√
𝑛)

(
√
𝑛+ 1 +

√
𝑛)

=

= lim
𝑛→∞

1

(
√
𝑛+ 1 +

√
𝑛)

= 0.

П р и к л а д 5. Знайти границю lim
𝑛→∞

(−2)𝑛 + 3𝑛

(−2)𝑛+1 + 3𝑛+1
.

Р о з в ’ я з а н н я. Подiлимо чисельник i знаменник дробу на 3𝑛:

lim
𝑛→∞

(−2)𝑛 + 3𝑛

(−2)𝑛+1 + 3𝑛+1
=
{︁∞
∞

}︁
= lim

𝑛→∞

(−2
3)

𝑛 + 1

(−2)(−2
3)

𝑛 + 3
=

1

3
.

П р и к л а д 6. Знайти границю lim
𝑛→∞

1 + 𝑎+ 𝑎2 + . . .+ 𝑎𝑛

1 + 𝑏+ 𝑏2 + . . .+ 𝑏𝑛
, (|𝑎| < 1, |𝑏| < 1).

Р о з в ’ я з а н н я. Чисельник i знаменник дробу являють собою суми 𝑛+ 1 перших членiв
нескiнченно спадних геометричних прогресiй i є збiжними послiдовностями. Скориставшись
формулою суми 𝑛 перших членiв геометричної прогресiї, отримаємо:

lim
𝑛→∞

1 + 𝑎+ 𝑎2 + . . .+ 𝑎𝑛

1 + 𝑏+ 𝑏2 + . . .+ 𝑏𝑛
= lim

𝑛→∞

1− 𝑎𝑛+1

1− 𝑎
1− 𝑏𝑛+1

1− 𝑏

=
1− 𝑏

1− 𝑎
.

П р и к л а д 7. Знайти границю lim
𝑛→∞

(︂
1

𝑛2
+

2

𝑛2
+ . . .+

𝑛− 1

𝑛2

)︂
.

Р о з в ’ я з а н н я. Кожний iз доданкiв є нескiнченно малою величиною при 𝑛 → ∞, але
застосувати теорему про суму нескiнченно малих у даному прикладi не можна — кiлькiсть
доданкiв iз зростанням 𝑛 необмежено збiльшується. Запишемо суму дробiв у виглядi одного
дробу:

lim
𝑛→∞

(︂
1

𝑛2
+

2

𝑛2
+ . . .+

𝑛− 1

𝑛2

)︂
= lim

𝑛→∞

1 + 2 + . . .+ (𝑛− 1)

𝑛2
=

= lim
𝑛→∞

1 + (𝑛− 1)

2
(𝑛− 1)

𝑛2
= lim

𝑛→∞

𝑛(𝑛− 1)

2𝑛2
=

1

2
.
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Тут ми скористались формулою для суми 𝑛 перших членiв арифметичної прогресiї, пiсля чого
подiлили чисельник i знаменник дробу на 𝑛2.

П р и к л а д 8. Знайти lim
𝑛→∞

(︂
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

𝑛 · (𝑛+ 1)

)︂
.

Р о з в ’ я з а н н я. Позначимо суму 𝑛 доданкiв, границю якої нам треба знайти, через

𝑆𝑛 =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

𝑛 · (𝑛+ 1)
.

Знаходимо, що

𝑆1 =
1

2
;

𝑆2 = 𝑆1 +
1

2 · 3
=

1

2
+

1

2 · 3
=

3 + 1

2 · 3
=

4

2 · 3
=

2

3
;

𝑆3 = 𝑆2 +
1

3 · 4
=

2

3
+

1

3 · 4
=

8 + 1

3 · 4
=

9

3 · 4
=

3

4
.

Як бачимо, для 𝑛 = 1, 2, 3 має мiсце формула 𝑆𝑛 =
𝑛

𝑛+ 1
. Припускаємо, що вона має мiсце

для члена з довiльним номером 𝑛, i перевiримо її для члена з номером 𝑛+ 1:

𝑆𝑛+1 = 𝑆𝑛 +
1

(𝑛+ 1)(𝑛+ 2)
=

𝑛

𝑛+ 1
+

1

(𝑛+ 1)(𝑛+ 2)
=

=
𝑛(𝑛+ 2) + 1

(𝑛+ 1)(𝑛+ 2)
=

(𝑛+ 1)2

(𝑛+ 1)(𝑛+ 2)
=

𝑛+ 1

𝑛+ 2
.

Отже, припущення щодо формули загального члена 𝑆𝑛 =
𝑛

𝑛+ 1
справдилось, i

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

𝑛 · (𝑛+ 1)
=

𝑛

𝑛+ 1
.

Знаходимо границю послiдовностi 𝑆𝑛:

lim
𝑛→∞

(︂
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

𝑛 · (𝑛+ 1)

)︂
= lim

𝑛→∞

𝑛

𝑛+ 1
= 1.

Вираз для 𝑆𝑛 можна знайти i з iнших мiркувань: неважко бачити, що
1

𝑛(𝑛+ 1)
=

1

𝑛
− 1

𝑛+ 1
.

Тодi сума 𝑆𝑛 має вигляд

𝑆𝑛 =

(︂
1− 1

2

)︂
+

(︂
1

2
− 1

3

)︂
+ . . . +

(︂
1

𝑛
− 1

𝑛+ 1

)︂
= 1 − 1

𝑛+ 1
=

𝑛

𝑛+ 1
.

П р и к л а д 9. Знайти суму

𝑆𝑛 =
1

1 · 2 · 3
+

1

2 · 3 · 4
+ · · ·+ 1

𝑛 · (𝑛+ 1) · (𝑛+ 2)
.

Р о з в ’ я з а н н я. Знайдемо подання дробу
1

𝑛 · (𝑛+ 1) · (𝑛+ 2)
у виглядi суми так званих

найпростiших дробiв:
1

𝑛 · (𝑛+ 1) · (𝑛+ 2)
=

𝐴

𝑛
+

𝐵

𝑛+ 1
+

𝐶

𝑛+ 2
,

де 𝐴,𝐵 та 𝐶 деякi, поки що невiдомi, коефiцiєнти. Для їх визначення зведемо дроби в правiй
частинi останньої рiвностi до спiльного знаменника, отримаємо два рiвнi дроби з однаковими
знаменниками, прирiвняємо їх чисельники i отримаємо умови для невiдомих 𝐴,𝐵 та 𝐶:

1

𝑛 · (𝑛+ 1) · (𝑛+ 2)
=

𝐴

𝑛
+

𝐵

𝑛+ 1
+

𝐶

𝑛+ 2
=

=
𝐴(𝑛+ 1)(𝑛+ 2) +𝐵𝑛(𝑛+ 2) + 𝐶𝑛(𝑛+ 1)

𝑛(𝑛+ 1)(𝑛+ 2)
.
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Рiвнiсть чисельникiв дробiв iз лiвої та правої частин останньої низки рiвностей

1 = 𝐴(𝑛+ 1)(𝑛+ 2) +𝐵𝑛(𝑛+ 2) + 𝐶𝑛(𝑛+ 1)

можна розглядати як рiвнiсть многочленiв дiйсної змiнної 𝑛. Оскiльки рiвнi многочлени на-
бувають однакових значень, то, надаючи дiйснiй змiннiй 𝑛 значень, наприклад, 𝑛 = 0, 𝑛 =
−1, 𝑛 = −2, отримаємо три умови для визначення трьох невiдомих 𝐴, 𝐵, 𝐶:

1) 𝑛 = 0, 1 = 2𝐴, 𝐴 =
1

2
;

2) 𝑛 = −1, 1 = −𝐵, 𝐵 = −1;

3) 𝑛 = −2, 1 = 2𝐶, 𝐶 =
1

2
.

Отже, ми показали, що має мiсце подання

1

𝑛 · (𝑛+ 1) · (𝑛+ 2)
=

1

2
𝑛
− 1

𝑛+ 1
+

1

2
𝑛+ 2

=

=
1

2

(︂
1

𝑛
− 1

𝑛+ 1

)︂
− 1

2

(︂
1

𝑛+ 1
− 1

𝑛+ 2

)︂
.

Обчислимо суму 𝑆𝑛:

𝑆𝑛 =
1

2

𝑛∑︁
𝑘=1

[︂(︂
1

𝑘
− 1

𝑘 + 1

)︂
−
(︂

1

𝑘 + 1
− 1

𝑘 + 2

)︂]︂
=

=
1

2

𝑛∑︁
𝑘=1

(︂
1

𝑘
− 1

𝑘 + 1

)︂
− 1

2

𝑛∑︁
𝑘=1

(︂
1

𝑘 + 1
− 1

𝑘 + 2

)︂
=

=
1

2

[︂(︂
1− 1

𝑛+ 1

)︂
−
(︂
1

2
− 1

𝑛+ 2

)︂]︂
.

Таким чином, ми знайшли, що 𝑆𝑛 =
1

4
− 1

2(𝑛+ 1)(𝑛+ 2)
.

П р и к л а д 10. Знайти значення виразу
√︁
2 +

√︀
2 +

√
2 + . . ..

Р о з в ’ я з а н н я. Розглянемо послiдовнiсть

𝑥1 =
√︀

2, 𝑥2 =

√︁
2 +

√︀
2 =

√︁
2 + 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 =

√︁
2 + 𝑥𝑛−1, . . . .

Очевидно, що ця послiдовнiсть є обмеженою: усi її члени задовольняють умову 0 < 𝑥𝑛 < 2.
Очевидним є також, що послiдовнiсть монотонно зростає. Звiдси випливає, що послiдовнiсть
{𝑥𝑛} має границю, позначимо lim

𝑛→∞
𝑥𝑛 = 𝑎. У рiвностi 𝑥𝑛 =

√︀
2 + 𝑥𝑛−1 перейдемо до границi

при 𝑛 → ∞:

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = lim
𝑛→∞

√︁
2 + 𝑥𝑛−1 ⇔ 𝑎 =

√︀
2 + 𝑎.

Розв’язуючи отримане рiвняння вiдносно 𝑎 i враховуючи, що 𝑎 > 0, знаходимо:{︃
𝑎 =

√︀
2 + 𝑎,

𝑎 > 0.
⇔
{︂

𝑎2 − 𝑎− 2 = 0,
𝑎 > 0.

⇔

{︃
𝑎 =

1± 3

2
𝑎 > 0.

⇔ 𝑎 =
1 + 3

2
= 2.
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1.9. Розв’язання задач у середовищi Maple
В Maple для деяких математичних операцiй iснують по двi команди: одна прямого,

а iнша — вiдкладеного виконання, причому iмена цих команд складаються з однако-
вих букв. Назва команди прямого виконання, як правило, починається з малої букви,
команда виконується негайно пiсля звернення до неї. Назви вiдкладених команд почи-
наються з великої букви, зазвичай у тому випадку, коли iснує команда-синонiм прямого
виконання. Пiсля звернення до команди вiдкладеного виконання задана математична
операцiя виводиться у стандартному математичному виглядi i зразу не обчислюється.
Для виконання вiдкладеної операцiї потрiбно використовувати команду value. Команди
прямого виконання називають активною формою, а команди вiдкладеного виконання
— iнертною формою команди.

Покажемо застосування Maple на прикладах, детально дослiджених у попередньому
параграфi.

П р и к л а д 1. Знайти границю lim
𝑛→∞

𝑛2 + 3𝑛+ 4

2𝑛2 − 𝑛+ 5
.

Р о з в ’ я з а н н я. Для вiдшукання границi в Maple iснують функцiї limit i Limit.
Застосування їх до числових послiдовностей1 може бути записане так:
> Limit(expr, n=infinity)
> limit(expr, n=infinity)
Тут expr — вираз загального члена послiдовностi через його номер, n — номер загаль-
ного члена.
> Limit((n^2+3*n+4)/(2*n^2-n+5) ,n=infinity); value(%)

lim
𝑛→∞

𝑛2 + 3𝑛+ 4

2𝑛2 − 𝑛+ 5

1

2
Символ % позначає результат останньої виконаної операцiї.

Дещо привабливiшим виглядає такий запис:
> Limit((n^2+3*n+4)/(2*n^2-n+5),n=infinity)=limit((n^2+3*n+4)/(2*n^2-n+5),
n=infinity);

lim
𝑛→∞

𝑛2 + 3𝑛+ 4

2𝑛2 − 𝑛+ 5
=

1

2
.

П р и к л а д 2. Знайти границю lim
𝑛→∞

(3− 4𝑛)2

(𝑛− 3)3 − (𝑛+ 1)3
.

Р о з в ’ я з а н н я. Запишемо вираз загального члена послiдовностi:
> f:=(3-4*n)^2/((n-3)^3-(n+1)^3);

𝑓 :=
(3− 4𝑛)2

(𝑛− 3)3 − (𝑛+ 1)3

Знайдемо границю:
> Limit(f,n=infinity)=limit(f,n=infinity);

lim
𝑛→∞

(3− 4𝑛)2

(𝑛− 3)3 − (𝑛+ 1)3
= −4

3

1Вiдшукання границь функцiй див. с. 44.
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П р и к л а д 3. Знайти границю lim
𝑛→∞

√
𝑛+ 1 sin𝑛!

𝑛+ 2
.

Р о з в ’ я з а н н я.
> f:=(sqrt(n+1)*sin(n!))/(n+2);

𝑓 :=

√
𝑛+ 1 sin(𝑛!)

𝑛+ 2

> Limit(f,n=infinity)=limit(f,n=infinity);

lim
𝑛→∞

√
𝑛+ 1 sin(𝑛!)

(𝑛+ 2)
= 0

П р и к л а д 4. Знайти границю lim
𝑛→∞

(
√
𝑛+ 1−

√
𝑛).

Р о з в ’ я з а н н я.
> Limit(sqrt(n+1)-sqrt(n),n=infinity)=limit(sqrt(n+1)-sqrt(n),n=infinity);

lim
𝑛→∞

(︁√
𝑛+ 1−

√
𝑛
)︁
= 0

П р и к л а д 5. Знайти границю lim
𝑛→∞

(−2)𝑛 + 3𝑛

(−2)𝑛+1 + 3𝑛+1
.

Р о з в ’ я з а н н я.
> Limit(((-2)^n+3^n)/((-2)^(n+1)+3^(n+1)),n=infinity)=

limit(((-2)^n+3^n)/((-2)^(n+1)+3^(n+1)),n=infinity);

lim
𝑛→∞

(−2)𝑛 + 3𝑛

(−2)𝑛+1 + 3𝑛+1
=

1

3

П р и к л а д 6. Знайти границю lim
𝑛→∞

1 + 𝑎+ 𝑎2 + . . .+ 𝑎𝑛

1 + 𝑏+ 𝑏2 + . . .+ 𝑏𝑛
, (|𝑎| < 1, |𝑏| < 1).

Р о з в ’ я з а н н я. Для обчислення сум в Maple є функцiї Sum i sum. Застосуємо їх
до обчислення, наприклад, такої суми 1 + 2 + · · ·+ 𝑛:
> Sum(k,k=1..n)=sum(k,k=1..n);

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑘 =
(𝑛+ 1)2

2
− 𝑛

2
− 1

2

Неважко переконатися, що права частина отриманої рiвностi зводиться до вигляду
1 + 𝑛

2
· 𝑛 (сума 𝑛 перших членiв арифметичної прогресiї).

Перейдемо до обчислення заданої границi.
Задамо обмеження на 𝑎 i 𝑏:

> assume(abs(a)<1):assume(abs(b)<1):
Якщо змiнна пiдпорядкована якомусь обмеженню, то до її iменi приєднується символ
«∼»:
> a; b;

𝑎∼
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𝑏∼

Обчислимо суми заданих геометричних прогресiй:
> A:=sum(a^k,k=0..n);B:=sum(b^k,k=0..n);

𝐴 :=
𝑎∼𝑛+1 − 1

𝑎∼ −1

𝐵 :=
𝑏∼𝑛+1 −1

𝑏∼ −1

> limit(A/B,n=infinity);
𝑏∼ −1

𝑎∼ −1

П р и к л а д 7. Знайти границю lim
𝑛→∞

(︂
1

𝑛2
+

2

𝑛2
+ . . .+

𝑛− 1

𝑛2

)︂
.

Р о з в ’ я з а н н я.
> S:=sum(k/n^2,k=1..n-1);

𝑆 :=

𝑛2

2
− 𝑛

2
𝑛2

> limit(S,n=infinity);
1

2

П р и к л а д 8. Знайти lim
𝑛→∞

(︂
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

𝑛 · (𝑛+ 1)

)︂
.

Р о з в ’ я з а н н я.
> S:=sum(1/(k*(k+1)),k=1..n+1);

𝑆 := − 1

𝑛+ 2
+ 1

> limit(S,n=infinity);
1

П р и к л а д 9. Знайти суму

𝑆𝑛 =
1

1 · 2 · 3
+

1

2 · 3 · 4
+ · · ·+ 1

𝑛 · (𝑛+ 1) · (𝑛+ 2)
.

Р о з в ’ я з а н н я.
> S:=sum(1/(k*(k+1)*(k+2)),k=1..n);

𝑆 := − 1

2(𝑛+ 1)
+

1

2(𝑛+ 2)
+

1

4

> limit(S,n=infinity);;
1

4
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П р и к л а д 10. Знайти значення виразу
√︁
2 +

√︀
2 +

√
2 + . . ..

Р о з в ’ я з а н н я. Не будемо повторювати мiркування, наведенi на с. 17 при розв’я-
заннi цього прикладу. Перейдемо до розгляду рiвняння 𝑎 =

√
2 + 𝑎. Звiльнимо змiнну

𝑎 вiд обмеження i розв’яжемо рiвняння:
> a:=’a’: solve(a=sqrt(2+a));

2

Завдання до роздiлу
Знайти границi:

1. lim
𝑛→∞

(𝑛2 + 1)(𝑛+ 4)

𝑛3 + 2
. 2. lim

𝑛→∞

(𝑛− 1)2 − (𝑛+ 2)3

(4− 𝑛)3
.

3. lim
𝑛→∞

√
3𝑛2 + 4 + 𝑛

3
√
𝑛3 − 8

. 4. lim
𝑛→∞

3𝑛3 − 4

7− 6𝑛+
√
𝑛6 + 2

.

5. lim
𝑛→∞

2𝑛+ 4𝑛
√
𝑛√

3𝑛3 + 2𝑛+ 1
. 6. lim

𝑛→∞

𝑛
3
√
5𝑛2 + 4

√
9𝑛8 + 1

(𝑛+
√
𝑛)

√
7− 𝑛+ 𝑛2

.

7. lim
𝑛→∞

𝑛+ 3
√
𝑛2 + 1

1 + 7
√
𝑛7 + 2

. 8. lim
𝑛→∞

(
√
𝑛− 3−

√
𝑛+ 4).

9. lim
𝑛→∞

𝑛+ 3

1 +
√
𝑛+

√
2𝑛2 + 3

. 10. lim
𝑛→∞

3 + 𝑛√
4𝑛2 + 2 +

√
𝑛− 1

.

11. lim
𝑛→∞

1 + 2 + · · ·+ 𝑛

𝑛2 + 2
. 12. lim

𝑛→∞

𝑛 sin𝑛

𝑛2 + 2
.

13. lim
𝑛→∞

𝑛+ (−1)𝑛

𝑛+ (−1)𝑛
. 14. lim

𝑛→∞

√
2𝑛2 + 1

𝑛 + 2
.

15. lim
𝑛→∞

(
√
4𝑛2 + 2− 2𝑛). 16. lim

𝑛→∞

1 + 2 + · · ·+ 𝑛

𝑛2 + 2
.

17. lim
𝑛→∞

(𝑛+ 2)2 − (𝑛− 2)2

(𝑛+ 3)2
. 18. lim

𝑛→∞

(𝑛+ 1)3 − (𝑛− 1)3

(𝑛+ 1)2 + (𝑛− 1)2
.

19. lim
𝑛→∞

(
√
4𝑛2 + 8𝑛+ 1− 2

√
𝑛2 + 2𝑛− 1).

20. lim
𝑛→∞

[︂
1− 1

3
+

1

9
− 1

27
+ · · ·+ (−1)𝑛

3𝑛−1

]︂
.

21. lim
𝑛→∞

1 + 3 + 5 + · · ·+ (2𝑛+ 1)

1 + 2 + 3 + · · · 2𝑛+ 1
.
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Тема 2

Функцiї дiйсної змiнної

2.1. Означення функцiї

Означення 13. Нехай 𝑋 i 𝑌 — двi множини елементiв д о в i л ь н о ї природи.
Кажуть, що задана функцiя, якщо задане правило, або закон, за яким кожному еле-
менту 𝑥 множини 𝑋 ставиться у вiдповiднiсть деякий (один i тiльки один) елемент
𝑦 множини 𝑌 .

Змiнну 𝑥 називають незалежною змiнною, або аргументом. Змiнну 𝑦 називають
функцiєю. Позначають функцiональну залежнiсть символом 𝑦 = 𝑓(𝑥). Буквою 𝑓 позна-
чають правило вiдповiдностi. Символ 𝑓 або вираз 𝑓(𝑥) також називають функцiєю.

Множину 𝑋 називають областю визначення функцiї, множину 𝑌 — областю зна-
чень функцiї. Область визначення функцiї 𝑓 позначають символом 𝐷𝑓 , область значень
функцiї 𝑓 — символом 𝐸𝑓 .

З означення функцiї випливає, що функцiя визначається трьома об’єктами: областю
визначення функцiї, областю значень функцiї i правилом вiдповiдностi.

Двi функцiї 𝑓 i 𝑔 вважаються рiвними 𝑓 = 𝑔, якщо 𝐷𝑓 = 𝐷𝑔, 𝐸𝑓 = 𝐸𝑔 i вiдображення
областi визначення в область значень здiйснюється за тим самим правилом.

Якщо множина 𝐸𝑓 є числовою множиною, то функцiю 𝑓 називають числовою. Далi
розглядатимуться числовi функцiї, область визначення яких теж є числовою множи-
ною.

2.2. Способи задання функцiї
Задати функцiю — це значить задати усi три об’єкти, що визначають функцiю:

область визначення функцiї, область значень функцiї i правило вiдповiдностi. Основнi
способи завдання функцiї це — аналiтичний, графiчний i табличний способи.

Аналiтичний спосiб. Функцiю задають у виглядi аналiтичного виразу, або фор-
мули, що мiстить аргумент 𝑥. Наприклад, 𝑦 = 𝑥2 + 1, 𝑦 =

√
1− 𝑥, 𝑦 = |𝑥 + 5| тощо.

Задаючи формулу, ми задаємо правило, за яким кожному значенню аргументу 𝑥 ста-
виться значення функцiї 𝑦. При цьому пiд областю визначення функцiї розумiють усi
тi значення 𝑥 з областi дiйсних чисел, для яких усi операцiї у формулi виконуванi. Так,
у першому та третьому з наведених прикладiв областю визначення є множина усiх дiй-
сних чисел: 𝑥 ∈ R. У другому прикладi (𝑦 =

√
1− 𝑥) областю визначення функцiї є

множина 𝑥 ∈ (−∞, 1], оскiльки вираз
√
1− 𝑥 при 𝑥 > 1 в областi дiйсних чисел втрачає

сенс. Пiд областю значень функцiї розумiють усi тi значення з областi дiйсних чисел,
яких може набувати 𝑦, якщо 𝑥 перебiгає усю область визначення. Так, у всiх трьох
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наведених прикладах областю значень функцiї є множина 𝑦 ∈ [0,+∞). Таким чином,
задаючи формулу, ми задаємо усi три об’єкти, що визначають функцiю.

Спосiб задання функцiї у виглядi формули 𝑦 = 𝑓(𝑥) називають явним.
Якщо зв’язок мiж змiнними 𝑥 i 𝑦 задається у виглядi рiвняння

𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0, не розв’язаного вiдносно 𝑦, то кажуть, що функцiя 𝑦 задана неявно. Пiд
функцiєю 𝑦 = 𝑓(𝑥) у цьому випадку розумiють розв’язок заданого рiвняння, тобто таку
залежнiсть 𝑦 = 𝑓(𝑥), що перетворює рiвнiсть 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0 на тотожнiсть 𝐹 (𝑥, 𝑓(𝑥)) ≡ 0.
Наприклад, рiвняння 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑅2 = 0 визначає на промiжку 𝑥 ∈ [−𝑅,𝑅] двi функцiї:

𝑦 =
√︁

𝑅2 − 𝑥2 i 𝑦 = −
√︁

𝑅2 − 𝑥2 (верхню та нижню половини кола радiуса 𝑅 з центром
на початку координат).

Якщо заданi функцiї 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡) однiєї змiнної 𝑡, то кажуть, що функцiя 𝑦
вiд 𝑥 задана параметрично. Наприклад, параметрично задана функцiя{︂

𝑥 = 𝑎 cos 𝑡,
𝑦 = 𝑏 sin 𝑡

визначає елiпс
𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1.

Iнодi функцiю задають на окремих пiдмножинах рiзними формулами, наприклад,

𝑓(𝑥) = sgn 𝑥 =

⎧⎨⎩
−1, 𝑥 < 0;
0, 𝑥 = 0;
1, 𝑥 > 0.

У даному прикладi область визначення функцiї задана: 𝐷𝑓 = (−∞,+∞), область
значень функцiї складається з трьох чисел
𝐸𝑓 = {−1; 0; 1}.

Графiчний спосiб. Графiком функцiї
𝑦 = 𝑓(𝑥) називається множина усiх точок
(𝑥, 𝑓(𝑥)) координатної площини, у яких абсциси належать областi визначення функцiї, а
ординати дорiвнюють вiдповiдним значенням функцiї (рис. 1). Задаючи деякий графiк,
ми тим самим задаємо i область визначення функцiї (вiдрiзок 𝐴𝐵), i область значен-
ня функцiї (вiдрiзок 𝐶𝐷), i правило вiдповiдностi (на рис. 1 показано, як обчислити
значення 𝑓(𝑎)), тобто задаємо функцiю.

Табличний спосiб. У технiцi, у природничих та iнших науках залежнiсть мiж
параметрами часто встановлюється експериментально або шляхом спостережень. Цю
залежнiсть не завжди можна описати якою-небудь формулою, i тодi її подають у ви-
глядi таблицi, що мiстить вiдповiднi значення параметрiв

𝑥1 𝑥2 . . . 𝑥𝑛

𝑦1 𝑦2 . . . 𝑦𝑛

Такий спосiб задання функцiї називають табличним. Значним недолiком такого
способу є те, що вiн дає значення функцiї тiльки для деяких значень аргументу. Обла-
стю визначення та областю значень функцiї, заданої таблицею, вважають значення
параметрiв, наведених у таблицi. Правило вiдповiдностi задається безпосередньо та-
блицею.

Описовий спосiб. Функцiя описується правилом (словесним), за яким аргументу
𝑥 ставиться у вiдповiднiсть значення функцiї 𝑦.
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2.3. Складена функцiя
Нехай заданi двi функцiї — функцiя 𝑢 = 𝑔(𝑥) з областю визначення 𝐷𝑔 i областю

значень 𝐸𝑔 та функцiя 𝑦 = 𝑓(𝑢) з областю визначення 𝐷𝑓 i областю значень 𝐸𝑓 , i нехай
множина 𝐸𝑔 є пiдмножиною множини 𝐷𝑓 : 𝐸𝑔 ⊆ 𝐷𝑓 . Кожному елементу множини 𝐷𝑔

поставимо у вiдповiднiсть елемент множини 𝐸𝑓 за правилом 𝑢 = 𝑔(𝑥), 𝑦 = 𝑓(𝑢), або
𝑦 = 𝑓(𝑔(𝑥)). Оскiльки функцiя 𝑔 кожному елементу множини 𝐷𝑔 ставить у вiдповiд-
нiсть єдиний елемент множини 𝐸𝑔, а функцiя 𝑓 кожному елементу множини 𝐸𝑔 ⊆ 𝐷𝑓

ставить у вiдповiднiсть єдиний елемент множини 𝐸𝑓 , то за правилом 𝑦 = 𝑓(𝑔(𝑥)) кожно-
му елементу множини 𝐷𝑔 ставиться у вiдповiднiсть єдиний елемент множини 𝐸𝑓 . Тобто
залежнiсть 𝑦 = 𝑓(𝑔(𝑥)) є функцiєю. Отриману в такий спосiб функцiю називають скла-
деною функцiєю, або суперпозицiєю (композицiєю) функцiй 𝑓 i 𝑔. Як дiє композицiя
вiдображень, показано наочно на трикутнiй дiаграмi.

𝐷𝑔
𝑓𝑔 //

𝑔

  

𝐸𝑓

𝐸𝑔

𝑓
>>

П р и к л а д 1. Функцiя 𝑦 = cos2 𝑥 — складена, вона є суперпозицiєю функцiй 𝑦 = 𝑢2 та
𝑢 = cos𝑥.

2.4. Парнiсть, непарнiсть, перiодичнiсть, обмеженiсть,
монотоннiсть

2.4.1. Парнi i непарнi функцiї.

Означення 14. Функцiю 𝑓 називають парною (непарною), якщо її область ви-
значення разом iз значенням 𝑥 мiстить значення (−𝑥) i для будь-якого 𝑥 з її областi
визначення виконується рiвнiсть 𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥)

(︀
𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥)

)︀
.

Графiк парної функцiї симетричний вiдносно осi 𝑂𝑦, графiк непарної функцiї си-
метричний вiдносно початку координат. На рис. 2, а подано графiк парної функцiї, на
рис. 2, б — графiк непарної функцiї.

2.4.2. Перiодичнi функцiї

Перiодом функцiї 𝑓(𝑥) називають число 𝑇 ̸= 0 таке, що для кожного 𝑥 з областi
визначення функцiї значення 𝑥 + 𝑇 i 𝑥 − 𝑇 також входять до областi визначення i
виконуються рiвностi 𝑓(𝑥− 𝑇 ) = 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥+ 𝑇 ).

Функцiю, що має перiод, називають перiодичною. Якщо функцiя має перiод 𝑇 , її
називають перiодичною з перiодом 𝑇 .

Якщо число 𝑇 є перiодом функцiї , то числа ±𝑛𝑇, 𝑛 ∈ N також є її перiодами.
У функцiї 𝑓 = const будь-яке число 𝑇 ̸= 0 є перiодом, для функцiї Дiрiхле

𝐷(𝑥) =

{︂
1, якщо 𝑥 — рацiональне;
0, якщо 𝑥 — iррацiональне

будь-яке рацiональне число 𝑇 ̸= 0 є її перiодом. Перiодичною є функцiя {𝑥} - дробова
частина , вона має перiод 𝑇 = 1. Перiодичними є тригонометричнi функцiї sin𝑥 i cos𝑥.
Число 2𝜋 є їхнiм перiодом, оскiльки sin(𝑥+ 2𝜋) = sin𝑥, cos(𝑥+ 2𝜋) = cos 𝑥.
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Додатний перiод 𝑇0 функцiї 𝑓(𝑥) такий, що функцiя не має додатних перiодiв, мен-
ших вiд 𝑇0, називають найменшим додатним перiодом, або основним перiодом фун-
кцiї 𝑓(𝑥).

Не всi перiодичнi функцiї мають найменший додатний перiод. Наприклад, стала
функцiя i наведена вище функцiя 𝐷(𝑥) не мають найменшого додатного перiоду.

Якщо дiйсна перiодична функцiя 𝑓(𝑥) дiйсного аргументу неперервна (i не рiвна
тотожно сталiй), то вона має дiйсний найменший перiод 𝑇0 > 0 i будь-який iнший її
перiод має вигляд ±𝑘𝑇0, 𝑘 ∈ N.

Одне зауваження з приводу термiнологiї. Часто слова «перiод функцiї» вживають
у значеннi «найменший додатний перiод». Тому, коли мова йтиме про основний перiод
функцiї, ми це будемо оговорювати.

Якщо функцiя 𝑓(𝑥) має перiод 𝑇 , то

1) функцiя 𝑓(𝑎𝑥+𝑏) має перiод
𝑇

𝑎
. Тут припускається, що 𝑎 i 𝑏 — деякi числа i 𝑎 ̸= 0;

2) складена функцiя 𝑓 (𝑔(𝑥)) має перiод 𝑇 (хоча цей перiод може бути i ненайменшим
додатним її перiодом).

Сума, добуток i частка перiодичних функцiй з однаковим перiодом є перiодичною
функцiєю з тим самим перiодом.

Сума перiодичних функцiй з рiзними перiодами 𝑇1 ̸= 𝑇2 (можна вважати цi числа
додатними) буде перiодичною функцiєю, якщо iснує число 𝑇 , яке дiлиться нацiло i на
𝑇1, i на 𝑇2, тобто 𝑇 = 𝑚𝑇1 = 𝑛𝑇2, 𝑚, 𝑛 ∈ N, i це число 𝑇 буде перiодом функцiї-суми.
Це саме стосується добутку i частки перiодичних функцiй.

2.4.3. Обмеженi функцiї

Означення 15. Функцiю 𝑦 = 𝑓(𝑥) називають обмеженою зверху (знизу) , якщо
iснує число 𝑀 (𝑚) таке, що для усiх 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 виконується нерiвнiсть 𝑓(𝑥) 6 𝑀
(𝑓(𝑥) > 𝑚).

П р и к л а д 1. Функцiя 𝑦 = 2 − 𝑥2 обмежена зверху: для будь-якого 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 = (−∞,∞)
виконується нерiвнiсть 2− 𝑥2 6 2.

П р и к л а д 2. Функцiя 𝑦 = |𝑥|+ sin𝑥 обмежена знизу: очевидною є нерiвнiсть |𝑥|+ sin𝑥 >
−1, 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 = (−∞,+∞).

Функцiю, що є обмеженою зверху i обмеженою знизу, називають обмеженою.

П р и к л а д 3. Функцiя 𝑦 =
√︁
(𝑥− 1)(3− 𝑥) є обмеженою: на всiй областi визначення 𝑥 ∈

[1; 3] виконується умова 0 6
√︁
(𝑥− 1)(3− 𝑥) 6 1.

Наведемо ще одне означення обмеженої функцiї:

Означення 16. Функцiю 𝑦 = 𝑓(𝑥) називають обмеженою, якщо iснує число 𝑀 > 0
таке, що для всiх 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 виконується нерiвнiсть | 𝑓(𝑥)| 6 𝑀 .

П р и к л а д 4. Функцiя 𝑦 = arctg 𝑥 − 1

1 + 𝑥2
є обмеженою, оскiльки для всiх 𝑥 з її областi

визначення 𝑥 ∈ (−∞,+∞) виконується нерiвнiсть
⃒⃒⃒⃒
arctg 𝑥− 1

1 + 𝑥2

⃒⃒⃒⃒
6 | arctg 𝑥|+

⃒⃒⃒⃒
1

1 + 𝑥2

⃒⃒⃒⃒
6

6
𝜋

2
+ 1 .
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Означення 17. Функцiю 𝑦 = 𝑓(𝑥) називають необмеженою, якщо для будь-якого
числа 𝑀 > 0 (яке може бути наскiльки завгодно великим) знайдеться хоча б одне
значення 𝑥* ∈ 𝐷𝑓 , для якого виконується нерiвнiсть |𝑓(𝑥*)| > 𝑀 .

Аналогiчно вводяться поняття функцiї, обмеженої та необмеженої на промiжку : при
цьому передбачається, що аргумент 𝑥 перебiгає не всю область визначення функцiї, а
набуває значень iз заданого промiжку, що належить областi визначення функцiї.
П р и к л а д 5. Функцiя 𝑦 =

1

𝑥
необмежена на промiжку 𝑥 ∈ (0,∞): яке б не було число

𝑀 > 0 для 𝑥* =
1

𝑀 + 1
∈ (0,+∞) виконується нерiвнiсть |𝑓(𝑥*)| =

⃒⃒⃒⃒
1

𝑥*

⃒⃒⃒⃒
= 𝑀 + 1 > 𝑀 .

2.4.4. Зростаючi та спаднi функцiї

Означення 18. Функцiя називається зростаючою, якщо бiльшому значенню ар-
гументу вiдповiдає бiльше значення функцiї, тобто для довiльних значень 𝑥1 i 𝑥2 з
областi визначення i таких, що 𝑥2 > 𝑥1, виконується нерiвнiсть 𝑓(𝑥2) > 𝑓(𝑥1).

Функцiя називається спадною, якщо бiльшому значенню аргументу вiдповiдає мен-
ше значення функцiї, тобто для довiльних значень 𝑥1 i 𝑥2 з областi визначення i
таких, що 𝑥2 > 𝑥1, виконується нерiвнiсть 𝑓(𝑥2) < 𝑓(𝑥1).

Приклади графiкiв зростаючої та спадної функцiї подано на рис. 3, а та 3, б вiдпо-
вiдно.

Функцiю називають зростаючою (спадною) на промiжку, якщо бiльшому значенню
аргументу з цього промiжку вiдповiдає бiльше (менше) значення функцiї. При цьому
передбачається, що промiжок належить областi визначення функцiї.

Функцiю називають незростаючою (неспадною), якщо для довiльних значень 𝑥1 i
𝑥2 з областi визначення i таких, що 𝑥2 > 𝑥1, виконується нерiвнiсть 𝑓(𝑥2) 6 𝑓(𝑥1)
(𝑓(𝑥2) > 𝑓(𝑥1)). Приклади графiкiв незростаючої функцiї подано на рис. 4, а, неспадної
— на рис. 4, б.

Аналогiчно вводиться поняття функцiї незростаючої (неспадної) на промiжку.
Припустимо, що функцiя 𝑓(𝑥) визначена на деякому промiжку, а 𝑥0 — внутрiшня

точка цього промiжку.

Означення 19. Функцiя називається зростаючою (спадною) в точцi 𝑥0 , якщо
iснує iнтервал (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿), який належить промiжку, такий, що 𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥0)
(𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑥0)) для всiх 𝑥 з iнтервалу (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0) i 𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑥0) (𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥0)) для всiх
𝑥 з iнтервалу (𝑥0, 𝑥0 + 𝛿).

Якщо функцiя зростає (спадає) на промiжку, то вона зростає (спадає) у всiх внутрi-
шнiх точках промiжку.

Iнтервали, на яких функцiя 𝑓 зростає або спадає, називають iнтервалами моно-
тонностi функцiї 𝑓 . На рис. 5 подано графiк функцiї 𝑦 = 𝑥3 − 3𝑥2 на промiжку
−2, 5 6 𝑥 6 2, 5. Як видно iз рисунка, функцiя 𝑦 зростає на промiжку [−2, 5;−1], на
промiжку [−1; 1] функцiя спадає i на промiжку [1; 2, 5] функцiя зростає. Iнтервалами
монотонностi даної функцiї 𝑦 на множинi −2, 5 6 𝑥 6 2, 5 є iнтервали (−2, 5;−1), (−1; 1)
та (1; 2, 5).
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2.5. Обернена функцiя
Нехай 𝐷 — область визначення функцiї 𝑓(𝑥), а 𝐸 — область її значень. Нехай фун-

кцiя 𝑦 = 𝑓(𝑥) задовольняє вимогу: для кожного 𝑦0 ∈ 𝐸 iснує тiльки одне значення
𝑥0 ∈ 𝐷 таке, що 𝑦0 = 𝑓(𝑥0). Останню рiвнiсть можна розглядати як рiвняння вiдносно
невiдомого 𝑥0. За вказаних умов для кожного 𝑦0 ∈ 𝐸 iснує розв’язок 𝑥0 цього рiвняння
i цей розв’язок єдиний.

Позначимо залежнiсть розв’язку 𝑥0 вiд 𝑦0 символом
𝑥0 = 𝜙(𝑦0). Правило 𝜙(𝑦) задає функцiю з областю визначення 𝐸 i областю значень
𝐷. Функцiю 𝜙 називають оберненою до функцiї 𝑓 (а функцiю 𝑓 — оберненою до фун-
кцiї 𝜙).

Графiки прямої та оберненої функцiї симетричнi вiдносно бiсектриси першого i тре-
тього координатних кутiв (рис. 0).

Достатньою умовою iснування оберненої функцiї є її монотоннiсть: якщо функцiя
на деякому iнтервалi зростає (спадає), то на цьому iнтервалi для неї iснує обернена
функцiя i вона є зростаючою (спадною).

Для практичної побудови функцiї, оберненої до функцiї 𝑓(𝑥), спочатку знаходять
iнтервали монотонностi функцiї 𝑓(𝑥), потiм на кожному iнтервалi монотонностi з рiв-
ностi 𝑦 = 𝑓(𝑥) виражають 𝑥, тобто отримують формулу 𝑥 = 𝜙(𝑦) i, нарештi, у виразi
𝑥 = 𝜙(𝑦) аргумент позначають через 𝑥, а функцiю — через 𝑦.

2.6. Елементарнi функцiї
До класу основних елементарних функцiй належать:
1) степенева функцiя 𝑦 = 𝑥𝛼, 𝛼 ∈ R;
2) показникова функцiя 𝑦 = 𝑎𝑥, 𝑎 > 0, 𝑎 ̸= 1;
3) логарифмiчна функцiя 𝑦 = log𝑎 𝑥, 𝑎 > 0, 𝑎 ̸= 1;
4) тригонометричнi функцiї 𝑦 = sin𝑥, 𝑦 = cos𝑥, 𝑦 = tg 𝑥, 𝑦 = ctg 𝑥;
5) оберненi тригонометричнi функцiї 𝑦 = arcsin𝑥, 𝑦 = arccos𝑥,

𝑦 = arctg 𝑥, 𝑦 = arcctg 𝑥.
Функцiї, утворенi з основних елементарних функцiй за допомогою скiнченної кiль-

костi арифметичних операцiй i суперпозицiї, складають клас елементарних функцiй.
Наприклад, елементарними функцiями є:

𝑦 =
√
𝑥2, 𝑦 = lg3(sin𝑥+ 4𝑥), 𝑦 = arctg(2𝑥 + 𝑥2) та багато iнших.

Має мiсце така класифiкацiя елементарних функцiй:

1. Функцiя виду
𝑃 (𝑥) = 𝑎0𝑥

𝑛 + 𝑎1𝑥
𝑛−1 + · · ·+ 𝑎𝑛−1𝑥+ 𝑎𝑛,

де 𝑛 > 0 — цiле число; 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 — будь-якi числа; 𝑎0 ̸= 0, називається цiлою ра-
цiональною функцiєю або алгебраїчним многочленом степеня 𝑛. Многочлен пер-
шого степеня називають також лiнiйною функцiєю.

2. Функцiя, що являє собою вiдношення двох цiлих рацiональних функцiй:

𝑅(𝑥) =
𝑎0𝑥

𝑛 + 𝑎1𝑥
𝑛−1 + · · ·+ 𝑎𝑛−1𝑥+ 𝑎𝑛

𝑏0𝑥𝑚 + 𝑏1𝑥𝑚−1 + · · ·+ 𝑏𝑚−1𝑥+ 𝑏𝑚
,

називається дробово-рацiональною функцiєю.

Сукупнiсть цiлих рацiональних i дробово-рацiональних функцiй утворює клас ра-
цiональних функцiй.
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3. Функцiя, отримана за допомогою скiнченної кiлькостi арифметичних операцiй i
суперпозицiї над степеневими функцiями як iз цiлими, так i дробовими показни-
ками i яка не є рацiональною, називається iррацiональною функцiєю.

Наприклад,

𝑦 =
√
𝑥2 + 1, 𝑦 = 𝑥+ 3

√
𝑥, 𝑦 =

√︂
𝑥2 + 5𝑥− 1

𝑥3 + 1

та iн. — iррацiональнi функцiї.

4. Будь-яка функцiя, що не є рацiональною або iррацiональною функцiєю, називає-
ться трансцендентною функцiєю.

Наприклад, трансцендентними є функцiї 𝑦 = sin𝑥, 𝑦 = sin 2𝑥+ 𝑥 та iн.

2.7. Задання функцiї в Maple
В Maple є кiлька способiв задання функцiї.
Спосiб 1. Визначення функцiї за допомогою оператора присвоєння := : якомусь

виразу присвоюється iм’я, наприклад:
> restart;
> f:=sin(x)+cos(x);

𝑓 := sin(𝑥) + cos(𝑥)

Увага: строго кажучи, даний спосiб не є способом задання функцiї в термiнах Maple.
У даному разi задається вираз, що має певне iм’я. У наведеному вище прикладi змiннiй
𝑓 присвоюється значення виразу sin𝑥+ cos𝑥, який мiстить значення 𝑥.

Якщо надати конкретне значення змiннiй 𝑥, то отримаємо значення функцiї (змiн-
ної) 𝑓 для цього 𝑥. Продовжимо попереднiй приклад i обчислимо знвчення 𝑓 при
𝑥 = 𝜋/4. Це можна зробити, наприклад, так:
> x:=Pi/4;f;

𝑥 :=
𝜋

4√
2

У результатi виконання цих операцiй змiнна 𝑥 набуває присвоєного їй значення:
> x;

𝜋

4

Для подальшої роботи зi змiнною 𝑥 ї ї доводиться звiльняти:
> x:=’x’; x;

𝑥 := 𝑥
𝑥

Щоб уникнути такої ситуацiї, зручнiше використовувати команду пiдстановки
subs({x1=a1, x2=a2,..., },f), де вказуються змiннi xi та їх новi значення ai (𝑖 =
1, 2, . . .), якi треба пiдставити у вираз f. Наприклад:
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subs({x=Pi/4},f);

sin
(︁𝜋
4

)︁
+ cos

(︁𝜋
4

)︁
\eval(%)

√
2

Спосiб 2. Визначення функцiї за допомогою функцiонального оператора, який ста-
вить у вiдповiднiсть набору змiнних (x1,x2,...) один чи декiлька виразiв (f1,f2,...).
Наприклад, задання функцiї двох змiнних за допомогою функцiонального оператора
має такий вигляд:
> f:=(x,y)->sin(x+y);

𝑓 := (𝑥, 𝑦) ↦→ sin(𝑥+ 𝑦)

Звернення до цiєї функцiї здiйснюється в найбiльш звичний в математицi спосiб, коли
в дужках замiсть аргументiв функцiї вказуються конкретнi значення змiнних. Обчи-
слимо значення щойно визначеної функцiї в точцi (𝜋/2, 0):
> f(Pi/2,0);

1

Спосiб 3. Командою unapply(expr,x1,x2,...), где expr — вираз, x1,x2,... —
змiннi, вiд яких залежить вираз, можна перетворити expr в функцiональний оператор.
Наприклад:
> f:=unapply(x^2+y^2,x,y);

𝑓 := (𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑦2 + 𝑥2

> f(-7,5);
74

В Maple є можливiсть задати неелементарнi функцiї вигляду

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑓1(𝑥), 𝑥 < 𝑎1

𝑓2(𝑥), 𝑎1 < 𝑥 < 𝑎2

. . . . . . . . . . . . . . . . .

𝑓𝑛(𝑥), 𝑥 > 𝑎𝑛

командою > piecewise(cond_1,f1, cond_2, f2, ...).
Наприклад, функцiя

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑥 < 0

𝑥, 0 6 𝑥 < 1

sin𝑥, 𝑥 > 1

запишеться так:
> f:=piecewise(x<0, 0, 0<=x and x<1, x, x>=1, sin(x));

𝑓 :=

⎧⎪⎨⎪⎩
0, 𝑥 < 0

𝑥, 0 ≤ 𝑥 < 1

sin𝑥, 𝑥 ≥ 1
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Завдання до роздiлу
1. Знайти областi визначення функцiй:

1) 𝑓(𝑥) =

√
4− 𝑥

𝑥2 − 3𝑥+ 2
; 4) 𝑓(𝑥) = arccos

1− 2𝑥

4
;

2) 𝑓(𝑥) = lg(4− 2𝑥); 5) 𝑓(𝑥) = log2log3log4𝑥;

3) 𝑓(𝑥) =
√︁

1− |𝑥+ 2|; 6) 𝑓(𝑥) =
1

ln(3 + 𝑥)
.

2. Визначити, якi iз вказаних функцiй є парними, якi є непарними та якi не є нi
парними, нi непарними:

1) 𝑓(𝑥) = 2𝑥− 3𝑥3; 4) 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑎−𝑥 (𝑎 > 0);

2) 𝑓(𝑥) = ln
1− 𝑥

1 + 𝑥
; 5) 𝑓(𝑥) = ln(𝑥+

√
1 + 𝑥2);

3) 𝑓(𝑥) = sin 2𝑥+ cos 2𝑥; 6) 𝑓(𝑥) = sin2 𝑥− cos𝑥.
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3. З’ясувати, якi з наведених функцiй перiодичнi та визначити їх основний перiод:

1) 𝑓(𝑥) = sin𝑥+ sin 2𝑥+ sin 3𝑥; 4) 𝑓(𝑥) = sin 𝑥+ cos 𝜋𝑥;

2) 𝑓(𝑥) =
√︀
tg 𝑥; 5) 𝑓(𝑥) = | sin 3𝑥|;

3) 𝑓(𝑥) = sin2 𝑥; 6) 𝑓(𝑥) = sin 𝑥2.
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Тема 3

Границя функцiї

3.1. Границя функцiї в точцi
Нехай функцiя 𝑓(𝑥) визначена в деякому околi точки 𝑥0 (можливо, за винятком самої

точки 𝑥0). Вiзьмемо послiдовнiсть 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛, . . ., яка збiгається до 𝑥0. Значення фун-
кцiї в точках цiєї послiдовностi утворюють числову послiдовнiсть 𝑓(𝑥1), . . . , 𝑓(𝑥𝑛), . . ..

Означення 20. Число 𝐴 називається границею функцiї 𝑓(𝑥) в точцi 𝑥 = 𝑥0, якщо
для будь-якої послiдовностi 𝑥𝑛 → 𝑥0, 𝑥𝑛 ̸= 𝑥0 вiдповiдна послiдовнiсть значень фун-
кцiї 𝑓(𝑥𝑛) збiгається до 𝐴.

Символiчно це записують так: lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐴.

П р и к л а д 1. Стала функцiя 𝑓(𝑥) = 𝐶 = const має границю в кожнiй точцi 𝑥0 числової
прямої: якою б не була послiдовнiсть 𝑥𝑛, що збiгається до 𝑥0, вiдповiдна послiдовнiсть значень
функцiї 𝑓(𝑥1) = 𝐶, 𝑓(𝑥2) = 𝐶, . . . , 𝑓(𝑥𝑛) = 𝐶, . . . збiгається до 𝐶: lim

𝑛→∞
𝑓(𝑥𝑛) = lim

𝑥→𝑥0

𝐶 = 𝐶.

П р и к л а д 2. Функцiя 𝑓(𝑥) = sin
1

𝑥
, визначена при 𝑥 ̸= 0, в точцi 𝑥 = 0 границi не має.

Справдi, вiзьмемо збiжну до нуля послiдовнiсть 𝑥𝑛 =
1

𝑛𝜋
, 𝑛 = 1, 2, . . . Вiдповiдна послiдов-

нiсть значень функцiї 𝑓(𝑥𝑛) = sin𝑛𝜋 = 0, 𝑛 = 1, 2, . . . збiгається до нуля. Якщо ж вiзьмемо

послiдовнiсть 𝑥′𝑛 =
1

𝜋
2 + 2𝑛𝜋

, то отримаємо послiдовнiсть 𝑓(𝑥′𝑛) = 1, 𝑛 = 1, 2, . . ., яка збiга-

ється до 1. Як бачимо, двом рiзним послiдовностям, що збiгаються до 𝑥0 = 0, вiдповiдають
послiдовностi значень функцiї, якi мають рiзнi границi. А це свiдчить, що lim

𝑥→0
𝑓(𝑥) не iснує.

Наведемо ще одне означення границi функцiї в точцi:

Означення 21. Число 𝐴 називається границею функцiї 𝑓(𝑥) в точцi
𝑥 = 𝑥0, якщо для будь-якого числа 𝜀 > 0 iснує число 𝛿 > 0 таке, що для всiх 𝑥,
що задовольняють нерiвнiсть 0 < |𝑥− 𝑥0| < 𝛿, виконується нерiвнiсть |𝑓(𝑥)−𝐴| < 𝜀.

Це означення називають означенням «на мовi 𝜀 — 𝛿». Можна показати, що означення
20 i 21 — еквiвалентнi.

3.2. Нескiнченно малi та нескiнченно великi величини

Означення 22. Функцiя 𝛼(𝑥) називається нескiнченно малою при 𝑥 → 𝑥0, якщо
lim
𝑥→𝑥0

𝛼(𝑥) = 0.
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П р и к л а д 1. Функцiї 𝑓(𝑥) = 𝑥2, 𝑓(𝑥) = sin 3𝑥, 𝑓(𝑥) = 1− cos𝑥 є нескiнченно малими при
𝑥 → 0.

Означення 23. Функцiя 𝑓(𝑥) називається нескiнченно великою при 𝑥 → 𝑥0, якщо
для будь-якого числа 𝐴 (яке може бути наскiльки завгодно великим) iснує число 𝛿 > 0
таке, що для всiх 𝑥, якi задовольняють нерiвнiсть 0 < |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿, виконується
нерiвнiсть |𝑓(𝑥)| > 𝐴.

Позначають це так: 𝑓(𝑥) → ∞ при 𝑥 → 𝑥0 або lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = ∞.

Якщо lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = ∞ i 𝑓(𝑥) > 0 (𝑓(𝑥) < 0) для всiх 𝑥, якi задовольняють нерiвнiсть

0 < |𝑥− 𝑥0| < 𝛿, то пишуть lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = +∞
(︂
lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = −∞
)︂

.

П р и к л а д 2. Функцiї 𝑓(𝑥) =
1

𝑥
, 𝑓(𝑥) =

1

sin𝑥
, 𝑓(𝑥) =

1

1− cos𝑥
при 𝑥 → 0 є нескiнченно

великими.

3.3. Одностороннi границi
При означеннi границi функцiї в точцi 𝑥 = 𝑥0 нiяких обмежень на спосiб прямува-

ння 𝑥 до 𝑥0 не накладалось. Якщо 𝑥 прямує до 𝑥0, залишаючись меншим (бiльшим)
вiд 𝑥0, i при цьому iснує границя 𝑓(𝑥𝑛), то таку границю називають лiвосторонньою
(правосторонньою) границею функцiї 𝑓(𝑥) в точцi 𝑥 = 𝑥0. Лiвосторонню границю по-
значають символом lim

𝑥→𝑥0−0
𝑓(𝑥), правосторонню — символом lim

𝑥→𝑥0+0
𝑓(𝑥). У точцi 𝑥 = 0

одностороннi границi позначають через lim
𝑥→−0

𝑓(𝑥) i lim
𝑥→+0

𝑓(𝑥) вiдповiдно.
Для одностороннiх границь використовують також позначення:

𝑓(𝑥0 − 0) = lim
𝑥→𝑥0−0

𝑓(𝑥) та 𝑓(𝑥0 + 0) = lim
𝑥→𝑥0+0

𝑓(𝑥).

З iснування границi функцiї в точцi випливає iснування i рiвнiсть одностороннiх
границь функцiї в цiй точцi, i, навпаки, з iснування i рiвностi одностороннiх границь
функцiї в точцi випливає iснування границi функцiї в цiй точцi.

Якщо границя функцiї в точцi не iснує, то одностороннi границi, як показують на-
веденi нижче приклади, можуть не iснувати, а можуть i iснувати.

П р и к л а д 1. Функцiя 𝑦 = sin
1

𝑥
границi в точцi 𝑥 = 0 не має (див.приклад 2 на попереднiй

сторiнцi), очевидно, що ця функцiя в точцi 𝑥 = 0 не має i одностороннiх границь.

П р и к л а д 2. Функцiя 𝑦 = 𝑎
1
𝑥 , (𝑎 > 1) в точцi 𝑥 = 0 має лiвосторонню границю lim

𝑥→−0
𝑎

1
𝑥 =

0, а її правостороння границя в цiй точцi нескiнченна: lim
𝑥→+0

𝑎
1
𝑥 = +∞. Границя цiєї функцiї в

точцi 𝑥 = 0 не iснує.

П р и к л а д 3. У функцiї 𝑓(𝑥) = sgn 𝑥 (її означення див. на стор. 23) в точцi 𝑥 = 0 одно-
стороннi границi iснують: lim

𝑥→−0
sgn 𝑥 = −1, lim

𝑥→+0
sgn 𝑥 = 1. Оскiльки цi границi — рiзнi, то

границя lim
𝑥→0

sgn 𝑥 не iснує.

3.4. Границя функцiї на нескiнченностi

Означення 24. Число 𝐴 називається границею функцiї 𝑓(𝑥) при 𝑥 → ∞, якщо для
будь-якої нескiнченно великої послiдовностi {𝑥𝑛} вiдповiдна послiдовнiсть значень
функцiї {𝑓(𝑥𝑛)} збiгається до 𝐴.
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Позначають це так: lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥) = 𝐴.

Означення 25. Число 𝐴 називається границею функцiї 𝑓(𝑥) при 𝑥 → +∞
(𝑥 → −∞), якщо для будь-якої нескiнченно великої послiдовностi {𝑥𝑛 > 0} ({𝑥𝑛 < 0})
вiдповiдна послiдовнiсть значень функцiї {𝑓(𝑥𝑛)} збiгається до 𝐴.

Символiчнi позначення: lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 𝐴

(︂
lim

𝑥→−∞
𝑓(𝑥) = 𝐴

)︂
.

П р и к л а д 1. Функцiя 𝑓(𝑥) =
1

𝑥2 + 1
при 𝑥 → ∞ має границю, рiвну нулю: lim

𝑥→∞

1

𝑥2 + 1
= 0.

Справдi, при 𝑥𝑛 → ∞ послiдовностi
{︀
𝑥2𝑛
}︀
,
{︀
𝑥2𝑛 + 1

}︀
є нескiнченно великими, послiдовнiсть{︂

1

𝑥2𝑛 + 1

}︂
— нескiнченно мала (як обернена до нескiнченно великої).

П р и к л а д 2. Функцiя 𝑓(𝑥) = arctg 𝑥 на нескiнченностi має такi границi: lim
𝑥→+∞

arctg 𝑥 =
𝜋

2

i lim
𝑥→−∞

arctg 𝑥 = −𝜋

2
.

3.5. Неперервнi функцiї
Нехай функцiя 𝑓(𝑥) визначена в деякому околi точки 𝑥0.

Означення 26. Функцiя 𝑓(𝑥) називається неперервною в точцi 𝑥0, якщо границя
функцiї в точцi 𝑥0 дорiвнює значенню функцiї в цiй точцi:

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0).

Якщо виконуються умови lim
𝑥→𝑥0−0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0)

(︂
lim

𝑥→𝑥0+0
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0)

)︂
, то функцiю

𝑓(𝑥) називають неперервною в точцi 𝑥0 злiва (справа).

На мовi «𝜀 — 𝛿» означення неперервної функцiї має вигляд:

Означення 27. Функцiя 𝑓(𝑥) називається неперервною в точцi 𝑥0, якщо для будь-
якого числа 𝜀 > 0 iснує число 𝛿 > 0 таке, що для всiх 𝑥, якi задовольняють нерiвнiсть
|𝑥− 𝑥0| < 𝛿, виконується нерiвнiсть |𝑓(𝑥)− 𝑓(𝑥0)| < 𝜀.

Величину Δ𝑥 = 𝑥 − 𝑥0 називають приростом аргументу 𝑥 в точцi 𝑥0, а величи-
ну Δ𝑦 = 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑥0) — приростом функцiї, що вiдповiдає приросту аргументу Δ𝑥.
Наведемо означення неперервної функцiї на мовi приростiв:

Означення 28. Функцiя 𝑓(𝑥) називається неперервною в точцi 𝑥0, якщо нескiн-
ченно малому приросту аргументу вiдповiдає нескiнченно малий прирiст функцiї:

lim
Δ𝑥→0

Δ𝑦 = 0.

Функцiю називають неперервною на промiжку (𝑎, 𝑏), якщо вона неперервна в кожнiй
точцi цього промiжку.

Функцiю називають неперервною на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], якщо вона неперервна у внутрi-
шнiх точках вiдрiзка i виконуються умови lim

𝑥→𝑎+0
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑎) i lim

𝑥→𝑏−0
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑏), тобто

вона є неперервною в точцi 𝑎 справа, в точцi 𝑏 — злiва.
Графiк функцiї, неперервної на промiжку, зображується неперервною лiнiєю.
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Якщо точка 𝑥0 є iзольованою точкою областi визначення функцiї (тобто iснує окiл
точки 𝑥0, який не мiстить точок областi визначення, вiдмiнних вiд точки 𝑥0), то функцiя
вважається неперервною в цiй точцi за означенням.

Арифметичнi операцiї над неперервними функцiями не виводять iз класу неперерв-
них функцiй:

Твердження 3.5. 1. Нехай функцiї 𝑢(𝑥) i 𝑣(𝑥) неперервнi в точцi 𝑥0, тодi їхнi

сума 𝑢(𝑥)+𝑣(𝑥), рiзниця 𝑢(𝑥)−𝑣(𝑥), а якщо 𝑣(𝑥0) ̸= 0, то i частка
𝑢(𝑥)

𝑣(𝑥)
є неперервними

функцiями в цiй точцi.

Степенева функцiя 𝑦 = 𝑥𝛼, 𝛼 ∈ R, показникова функцiя 𝑦 = 𝑎𝑥, 𝑎 > 0, 𝑎 ̸= 1,
логарифмiчна функцiя 𝑦 = log𝑎 𝑥, 𝑎 > 0, 𝑎 ̸= 1, тригонометричнi функцiї 𝑦 = sin𝑥,
𝑦 = cos𝑥 та оберненi тригонометричнi функцiї 𝑦 = arcsin𝑥, 𝑦 = arccos𝑥, 𝑦 = arctg 𝑥,
𝑦 = arcctg 𝑥 є неперервними функцiями на своїх областях визначення. Функцiя 𝑦 = tg 𝑥

є неперервною на кожному з iнтервалiв
(︁
−𝜋

2
+ 𝑘𝜋,

𝜋

2
+ 𝑘𝜋

)︁
, 𝑘 ∈ Z як частка двох

неперервних функцiй: tg 𝑥 =
sin𝑥

cos𝑥
, i на цих iнтервалах дiльник вiдмiнний вiд нуля:

cos𝑥 ̸= 0, 𝑥 ∈
(︁
−𝜋

2
+ 𝑘𝜋,

𝜋

2
+ 𝑘𝜋

)︁
. Виходячи з аналогiчних мiркувань, знаходимо, що

функцiя 𝑦 = ctg 𝑥 =
cos𝑥

sin𝑥
є неперервною на кожному з iнтервалiв (𝑘𝜋, (𝑘 + 𝜋)) , 𝑘 ∈ Z.

Твердження 3.5. 2. Нехай функцiя 𝑢 = 𝑔(𝑥) неперервна в точцi 𝑥0, а функцiя
𝑦 = 𝑓(𝑢) неперервна в точцi 𝑢0 = 𝑔(𝑥0), тодi складена функцiя 𝑦 = 𝑓 (𝑔(𝑥)) неперервна
в точцi 𝑥0.

Твердження 3.5.1 та 3.5.2 дозволяють досить просто проводити дослiдження фун-
кцiй на неперервнiсть.

П р и к л а д 1. Дослiдити функцiю 𝑦 =

√
1 + 𝑥2

𝑥− 1
на неперервнiсть.

Р о з в ’ я з а н н я. Задана функцiя є часткою неперервних функцiй: чисельник є неперерв-
ною функцiєю (функцiя 𝑢 = 1 + 𝑥2 — неперервна як сума неперервних функцiй, функцiя

√
𝑢

— степенева функцiя i є неперервною, функцiя
√
1 + 𝑥2 — неперервна як складена функцiя),

знаменник 𝑥− 1 — неперервна функцiя як рiзниця неперервних функцiй. Частка неперервних
функцiй є неперервною функцiєю в точках, де знаменник не дорiвнює нулю. Тобто задана
функцiя є неперервною на кожному з промiжкiв (−∞, 1) i (1,+∞).

3.6. Точки розриву функцiї

Означення 29. Нехай функцiя 𝑓(𝑥) визначена в деякому околi точки 𝑥0, за виня-
тком, можливо, самої точки 𝑥0. Точка 𝑥0 називається точкою розриву функцiї 𝑓(𝑥),
якщо функцiя не визначена в точцi 𝑥0 або не є неперервною в цiй точцi.

Розглянемо класифiкацiю точок розриву.

1. Якщо в точцi 𝑥0 iснують скiнченнi одностороннi границi i вони рiвнi мiж собою
𝑓(𝑥0 − 0) = 𝑓(𝑥0 + 0), а функцiя 𝑓(𝑥) в точцi 𝑥0 не визначена або має значення
𝑓(𝑥0) ̸= lim

𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥), то 𝑥0 називають точкою усувного розриву.

У точцi усувного розриву функцiю можна довизначити так, що вона стане непе-
рервною в цiй точцi — треба покласти 𝑓(𝑥0) = lim

𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥).
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2. Якщо в точцi 𝑥0 iснують скiнченнi одностороннi границi i вони рiзнi
𝑓(𝑥0 − 0) ̸= 𝑓(𝑥0 + 0), то 𝑥0 називають точкою розриву першого роду. Рiзницю
𝑓(𝑥0 + 0)− 𝑓(𝑥0 − 0) називають стрибком функцiї 𝑓(𝑥) в точцi 𝑥0.

3. Якщо хоча б одна iз одностороннiх границь функцiї в точцi 𝑥0 не iснує або нескiн-
ченна, то 𝑥0 називають точкою розриву другого роду.

П р и к л а д 1. Функцiя 𝑓(𝑥) =
𝑥3 − 1

𝑥− 1
не визначена в точцi 𝑥0 = 1. Ця точка є точкою

усувного розриву заданої функцiї, оскiльки функцiя в цiй точцi має скiнченну границю:

lim
𝑥→1

𝑥3 − 1

𝑥− 1
= lim

𝑥→1

(𝑥− 1)(𝑥2 + 𝑥+ 1)

𝑥− 1
= 3.

Якщо покладемо 𝑓(1) = 3, то отримаємо неперервну функцiю.

П р и к л а д 2. Функцiя 𝑓(𝑥) = sgn(𝑥) в точцi 𝑥0 = 0 претерпає розрив першого роду:
lim

𝑥→−0
sgn(𝑥) = −1, lim

𝑥→+0
sgn(𝑥) = 1.

П р и к л а д 3. Функцiя 𝑓(𝑥) = sin
1

𝑥
в точцi 𝑥0 = 0 має розрив другого роду — одностороннi

границi функцiї в цiй точцi не iснують.

П р и к л а д 4. Функцiя 𝑓(𝑥) = 2
1

𝑥−3 в точцi 𝑥0 = 3 має розрив другого роду — lim
𝑥→3+0

2
1

𝑥−3 =

+∞.

П р и к л а д 5. Функцiя 𝑓(𝑥) = tg 𝑥 в точках 𝑥𝑘 =
𝜋

2
+ 𝑘𝜋, 𝑘 ∈ Z має розрив другого роду,

оскiльки lim
𝑥→𝑥𝑘

tg 𝑥 = ∞.

П р и к л а д 6. Функцiя Дiрiхле

𝐷(𝑥) =

{︂
1, якщо 𝑥 — рацiональне;
0, якщо 𝑥 — iррацiональне

має розрив другого роду в кожнiй точцi, оскiльки вона не має границi в жоднiй точцi.

3.7. Основнi теореми про неперервнi функцiї
Теорема 2 (Перша теорема Вейєрштрасса). Якщо функцiя визначена i неперервна на
вiдрiзку [𝑎, 𝑏], то вона обмежена на цьому промiжку.

Теорема 3 (Друга теорема Вейєрштрасса). Якщо функцiя 𝑓(𝑥) визначена i неперервна
на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], то вона на цьому вiдрiзку досягає свого найбiльшого та найменшого
значень, тобто iснують точки 𝑥*, 𝑥* ∈ [𝑎, 𝑏] такi, що

𝑓(𝑥*) = 𝑀 = sup
[𝑎,𝑏]

𝑓(𝑥), 𝑓(𝑥*) = 𝑚 = inf
[𝑎,𝑏]

𝑓(𝑥).

Теорема 4 (Перша теорема Больцано – Кошi). Нехай функцiя 𝑓(𝑥) визначена i непе-
рервна на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] i на кiнцях цього вiдрiзка набуває значень рiзних знакiв, тодi
iснує точка 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏), в якiй 𝑓(𝑐) = 0.

Геометрична iлюстрацiя теореми 4 подається на рис. 1. Графiк неперервної функцiї
зображується неперервною лiнiєю. Неперервна лiнiя, що сполучає двi точки, якi знахо-
дяться по рiзнi боки вiд осi 𝑂𝑥, принаймнi один раз перетинає цю вiсь. У наведеному
на рис. 1 прикладi таких точок виявилося три.
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Рис. 1

Результати теореми 4 використовуються у разi наближеного розв’язування рiвнянь
виду 𝑓(𝑥) = 0, де 𝑓(𝑥) неперервна функцiя. Якщо ми знайшли вiдрiзок, на кiнцях
якого функцiя 𝑓(𝑥) набуває значень рiзних знакiв, то для уточнення кореня рiвняння
вiдрiзок дiлять пополам i беруть ту половину, на кiнцях якої значення функцiї мають
рiзнi знаки. Так поступають доти, поки не отримають наближене значення кореня з
будь-якою наперед заданою точнiстю.

Теорема 5 (Друга теорема Больцано – Кошi). Нехай функцiя 𝑓(𝑥) визначена i непе-
рервна на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], причому 𝑓(𝑎) = 𝐴, 𝑓(𝑏) = 𝐵, i нехай 𝐶 — будь-яке число, що
знаходиться мiж числами 𝐴 i 𝐵, тодi iснує точка 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏), в якiй 𝑓(𝑐) = 𝐶.

Геометрична iлюстрацiя теореми 5 подається на рис. 2.

Рис. 2

Iз теореми 5 випливає, що неперервна функцiя 𝑓(𝑥) заповнює своїми значеннями
промiжок [𝐴,𝐵] (рис. 2) суцiльно, тобто вiдрiзок [𝐴,𝐵] осi 𝑂𝑦 складається тiльки iз
значень функцiї. Позначимо через 𝑀 i 𝑚 найбiльше та найменше значення функцiї на
вiдрiзку [𝑎, 𝑏]. За другою теоремою Вейєрштрасса на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] iснують точки, де
цi значення досягаються. Нехай 𝑀 = 𝑓(𝑥*), 𝑚 = 𝑓(𝑥*) i нехай, наприклад 𝑥* < 𝑥*.
Застосувавши теорему 5 до вiдрiзка [𝑥*, 𝑥

*], дiйдемо висновку, що промiжок [𝑚,𝑀 ]
складається тiльки iз значень функцiї 𝑓(𝑥), тобто область значень функцiї, визначеної
i неперервної на вiдрiзку, також являє собою вiдрiзок.

3.8. Розв’язування задач
Деякi способи обчислення границi функцiї натурального аргументу, тобто числової

послiдовностi, розглянутi нами на стор. 14. Майже всi вони можуть бути перенесенi на
випадок функцiї неперервного аргументу.

Для вiдшукання границi функцiї користуються властивостями неперервних фун-
кцiй та основними теоремами про границi. Наведемо основнi з них. Нижче розгляда-
ється границя функцiї 𝑓(𝑥) при 𝑥 → 𝑎. Величина 𝑎 може бути як скiнченною, так i
нескiнченною.

Для функцiй, як i для послiдовностей, справджуються твердження про зв’язок мiж
нескiнченно малою i нескiнченно великою, про добуток нескiнченно малої на обмежену:
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1. Якщо lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = ∞, то lim
𝑥→𝑎

1

𝑓(𝑥)
= 0.

2. Якщо lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 0 i 𝑓(𝑥) ̸= 0 в деякому проколотому околi точки 𝑥 = 𝑎, то

lim
𝑥→𝑎

1

𝑓(𝑥)
= ∞.

3. Якщо lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 0, а 𝑔(𝑥) є обмеженою в деякому околi точки 𝑥 = 𝑎, то lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) ·
𝑔(𝑥) = 0.

Нехай iснують скiнченнi границi lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐴, lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝐵. Функцiї, що мають
скiнченнi границi, мають усi властивостi збiжних послiдовностей:

4. lim
𝑥→𝑎

(𝑓(𝑥)± 𝑔(𝑥)) = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)± lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝐴±𝐵;

5. lim
𝑥→𝑎

(𝑓(𝑥) · 𝑔(𝑥)) = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) · lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝐴 ·𝐵,

зокрема, сталу можна винести за знак границi:

lim
𝑥→𝑎

𝐶 · 𝑓(𝑥) = 𝐶 · lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥), 𝐶 = const.

6. Якщо 𝐵 ̸= 0, то lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥)
=

𝐴

𝐵
;

Розглянемо складену функцiю 𝑓(𝑔(𝑥)). Якщо функцiя 𝑓 неперервна, а значення фун-
кцiї 𝑔(𝑥) на деякому околi точки 𝑎 належать областi 𝐷𝑓 функцiї 𝑓 , то можна переходити
до границi пiд знаком функцiї 𝑓 :

7. lim
𝑥→𝑎

𝑓 (𝑔(𝑥)) = 𝑓
(︁
lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥)
)︁
.

Наслiдком останньої властивостi є така властивiсть:

8. Якщо iснують скiнченнi границi lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐴 > 0, lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝐵, то lim
𝑥→𝑎

(𝑓(𝑥))𝑔(𝑥) =(︁
lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)
)︁lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥)
= 𝐴𝐵.

Якщо одна iз границь lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥), lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) або вони обидвi є нескiнченними, тодi:

а) якщо lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = ∞, lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝐴, то lim
𝑥→𝑎

(𝑓(𝑥)± 𝑔(𝑥)) = ∞;

б) якщо lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = +∞, lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = +∞, то lim
𝑥→𝑎

(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) = +∞;

в) якщо lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = ∞, lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 𝐴 ̸= 0, то lim
𝑥→𝑎

(𝑓(𝑥) · 𝑔(𝑥)) = ∞;

г) якщо lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = ∞, lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = ∞, то lim
𝑥→𝑎

(𝑓(𝑥) · 𝑔(𝑥)) = ∞.

Перейдемо до розгляду невизначеностей — випадкiв знаходження границi, в яких
не можна скористатися властивостями 1– 8 i а)– г) границi.
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3.8.1. Розкриття невизначеностей

При обчисленнi границь часто використовують границi, якi називають примiтними.
Усього примiтних границь — двi.

Примiтнi границi

Границю

lim
𝑥→0

sin𝑥

𝑥
=

{︂
0

0

}︂
= 1

називають першою примiтною границею.
Границю

lim
𝑥→0

(1 + 𝑥)
1
𝑥 = lim

𝑡→∞

(︂
1 +

1

𝑡

)︂𝑡

= {1∞} = 𝑒

називають другою примiтною границею. Тут 𝑒 — iррацiональне число, 𝑒 ≈ 2, 718281828.
Перейдемо до розгляду прикладiв.

Невизначенiсть виду
{︂
0

0

}︂
П р и к л а д 1. Знайти границю lim

𝑥→2

𝑥2 − 5𝑥+ 6

𝑥2 − 12𝑥+ 20
.

Р о з в ’ я з а н н я. Дослiджуваний дрiб являє собою вiдношення многочленiв. Знаходимо,
що чисельник i знаменник дробу при 𝑥 = 2 обертаються в нуль, тобто i чисельник, i знаменник
дiляться нацiло на лiнiйний двочлен 𝑥 − 2. Розклавши цi многочлени на множники, можемо
скоротити дрiб:

lim
𝑥→2

𝑥2 − 5𝑥+ 6

𝑥2 − 12𝑥+ 20
=

{︂
0

0

}︂
= lim

𝑥→2

(𝑥− 2)(𝑥− 3)

(𝑥− 2)(𝑥− 10)
= lim

𝑥→2

(𝑥− 3)

(𝑥− 10)
=

−1

−8
.

П р и к л а д 2. Знайти границю lim
𝑥→1

√︀
𝑥+ 3−

√︀
5− 𝑥

𝑥2 + 3𝑥− 4
.

Р о з в ’ я з а н н я. Маємо невизначенiсть
{︂
0

0

}︂
. Позбудемось iррацiональностi в чисельнику:

помножимо чисельник i знаменник дробу на спряжений вираз до чисельника. У результатi
зведемо дрiб до виду, розглянутого в попередньому прикладi:

lim
𝑥→1

√︀
𝑥+ 3−

√︀
5− 𝑥

𝑥2 + 3𝑥− 4
=

{︂
0

0

}︂
= lim

𝑥→1

(︁√︀
𝑥+ 3−

√︀
5− 𝑥

)︁(︁√︀
𝑥+ 3 +

√︀
5− 𝑥

)︁
(𝑥2 + 3𝑥− 4)

(︁√︀
𝑥+ 3 +

√︀
5− 𝑥

)︁ =

= lim
𝑥→1

2(𝑥− 1)

(𝑥− 1)(𝑥+ 4)
(︁√︀

𝑥+ 3 +
√︀

5− 𝑥
)︁ = lim

𝑥→1

2

(𝑥+ 4)
(︁√︀

𝑥+ 3 +
√︀

5− 𝑥
)︁ =

2

5 · 4

П р и к л а д 3. Знайти границю lim
𝑥→0

3
√︀

8 + 5𝑥− 2

𝑥
.

Р о з в ’ я з а н н я. Маємо невизначенiсть
{︂
0

0

}︂
. Щоб позбутися iррацiональностi в чисель-

нику, помножимо чисельник i знаменник на вираз, спряжений до чисельника. Нагадаємо, спря-
женим до рiзницi коренiв кубiчних є неповний квадрат суми цих коренiв:(︁

3
√︀

𝑎− 3
√︀

𝑏
)︁(︁

3
√︀
𝑎2 +

3
√︀

𝑎
3
√︀

𝑏+
3
√︀

𝑏2
)︁
= 𝑎− 𝑏.
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Перетворимо заданий вираз:

lim
𝑥→0

3
√︀

8 + 5𝑥− 2

𝑥
= lim

𝑥→0

(︁
3
√︀
8 + 5𝑥− 2

)︁(︁
3
√︀

(8 + 5𝑥)2 + 2
3
√︀
8 + 5𝑥+ 4

)︁
𝑥
(︁

3
√︀
(8 + 5𝑥)2 + 2

3
√︀

8 + 5𝑥+ 4
)︁ =

= lim
𝑥→0

(8 + 5𝑥)− 8

𝑥
(︁

3
√︀
(8 + 5𝑥)2 + 2

3
√︀

8 + 5𝑥+ 4
)︁ = lim

𝑥→0

5
3
√︀
(8 + 5𝑥)2 + 2

3
√︀
8 + 5𝑥+ 4

=
5

12
.

З а у в а же н н я. Оскiльки у заданому дробi чисельник i знаменник обертаються на нуль лише
при одному значеннi змiнної, то позбутись iррацiональностi можна замiною змiнної. Позначимо
3
√︀

8 + 5𝑥 = 𝑡, тодi 𝑥 =
𝑡3 − 8

5
i 𝑡 → 2 при 𝑥 → 0.

Проведемо замiну:

lim
𝑥→0

3
√︀
8 + 5𝑥− 2

𝑥
= lim

𝑡→2

𝑡− 2

𝑡3 − 8

5

= lim
𝑡→2

5

𝑡2 + 2𝑡+ 4
=

5

12
.

П р и к л а д 4. Знайти границю lim
𝑥→0

sin 5𝑥

sin 3𝑥
.

Р о з в ’ я з а н н я. Маємо невизначенiсть
{︂
0

0

}︂
. Дрiб мiстить тригонометричнi функцiї. Про-

ведемо тотожнi перетворення дробу з тим, щоб можна було скористатися першою примiтною
границею:

lim
𝑥→0

sin 5𝑥

sin 3𝑥
= lim

𝑥→0

sin 5𝑥

5𝑥
· 5𝑥

sin 3𝑥

3𝑥
· 3𝑥

= lim
𝑥→0

sin 5𝑥

5𝑥
· 5

sin 3𝑥

3𝑥
· 3

=
lim
𝑥→0

sin 5𝑥

5𝑥
· 5

lim
𝑥→0

sin 3𝑥

3𝑥
· 3

=
1 · 5
1 · 3

=
5

3
.

П р и к л а д 5. Знайти границю lim
𝑥→0

1− cos𝑥

𝑥2
.

Р о з в ’ я з а н н я. Проведемо тотожнi перетворення дробу:

lim
𝑥→0

1− cos𝑥

𝑥2
=

{︂
0

0

}︂
= lim

𝑥→0

2 sin2
𝑥

2
𝑥2

= lim
𝑥→0

2 sin2
𝑥

2

4 · 𝑥
2

4

=

= lim
𝑥→0

2

4
·

⎛⎜⎜⎝sin
𝑥

2
𝑥

2

⎞⎟⎟⎠
2

=
2

4
· 12 = 1

2
.

Невизначенiсть виду
{︁∞
∞

}︁
Тут ми розглянемо приклади вiдшукання границь частки рацiональних та iррацiо-

нальних функцiй при 𝑥 → ∞. Такi приклади, як правило, розв’язують стандартним
прийомом: чисельник i знаменник дробу дiлять на вищий степiнь 𝑥 знаменника. При
цьому враховують, що

lim
𝑥→∞

𝑥𝑛

𝑥𝑚
=

⎧⎨⎩
1, при 𝑛 = 𝑚;
0, при 𝑛 < 𝑚;
∞, при 𝑛 > 𝑚,
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де показники степеня 𝑛 i 𝑚 — дiйснi числа.

П р и к л а д 6. Знайти границю lim
𝑥→∞

3𝑥2 − 4𝑥+ 5

2𝑥2 + 8𝑥− 16
.

Р о з в ’ я з а н н я. Маємо невизначенiсть
{︁∞
∞

}︁
. Подiлимо чисельник i знаменник дробу на

𝑥2:

lim
𝑥→∞

3𝑥2 − 4𝑥+ 5

2𝑥2 + 8𝑥− 16
= lim

𝑥→∞

3− 4

𝑥
+

5

𝑥2

2 +
8

𝑥
− 16

𝑥2

=
3

2
.

Неважко узагальнити результати цього прикладу i дiйти висновку, що

lim
𝑥→∞

𝑎0𝑥
𝑛 + 𝑎1𝑥

𝑛−1 + · · ·+ 𝑎𝑛−1𝑥+ 𝑎𝑛
𝑏0𝑥𝑚 + 𝑏1𝑥𝑚−1 + · · ·+ 𝑏𝑚−1𝑥+ 𝑏𝑚

=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝑎0
𝑏0
, при 𝑛 = 𝑚;

0, при 𝑛 < 𝑚;

∞, при 𝑛 > 𝑚.

П р и к л а д 7. Очевидно, що lim
𝑥→∞

𝑥3 − 6𝑥+ 10

2𝑥4 + 5𝑥2 + 1
= 0, оскiльки степiнь знаменника 𝑚 = 4

вищий степеня чисельника 𝑛 = 2.

Перейдемо до розгляду частки iррацiональних функцiй.

П р и к л а д 8. Знайти границю lim
𝑥→∞

√
𝑥2 + 3𝑥

3
√
𝑥3 − 2𝑥2 + 1

.

Р о з в ’ я з а н н я. У прикладах вiдшукання границь при 𝑥 → ∞, якщо границя не є оче-
видною, треба окремо розглядати випадки 𝑥 → +∞ i 𝑥 → −∞.

Знайдемо границю

lim
𝑥→+∞

√
𝑥2 + 3𝑥

3
√
𝑥3 − 2𝑥2 + 1

= lim
𝑥→+∞

√
𝑥2 + 3𝑥

𝑥
3
√
𝑥3 − 2𝑥2 + 1

𝑥

= lim
𝑥→+∞

√︂
1 +

3

𝑥

3

√︂
1− 2

𝑥
+

1

𝑥3

= 1.

Виконуючи дiлення чисельника i знаменника дробу на 𝑥, ми вносили 𝑥 пiд знак радикала.
Якщо 𝑥 додатне, то нiяких труднощiв не виникає. Якщо 𝑥 вiд’ємне, то не можна вносити пiд
знак кореня парного степеня вiд’ємну величину. У випадку 𝑥 → −∞ доцiльно зробити замiну
𝑥 = −𝑡 i перейти до границi при 𝑡 → +∞.

Знайдемо тепер границю

lim
𝑥→−∞

√︀
𝑥2 + 3𝑥

3
√︀
𝑥3 − 2𝑥2 + 1

= lim
𝑡→+∞

√︀
𝑡2 − 3𝑡

3
√︀

− 𝑡3 − 2𝑡2 + 1
= lim

𝑡→+∞

√︀
𝑡2 − 3𝑡

− 3
√︀

𝑡3 + 2𝑡2 − 1
= −1.

Як бачимо, у даному прикладi границi при 𝑥 → +∞ i 𝑥 → −∞ виявилися рiзними.

Невизначенiсть виду {1∞}

Невизначенiсть такого виду розкривається за допомогою другої примiтної границi,
при цьому враховують правило обчислення границi степенево-показникового виразу
(див. властивiсть 8 на стор. 38).

П р и к л а д 9. Знайти границю lim
𝑥→∞

(︂
2𝑥+ 3

2𝑥+ 1

)︂𝑥+1

.
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Р о з в ’ я з а н н я. Маємо невизначенiсть виду {1∞}: lim
𝑥→∞

2𝑥+ 3

2𝑥+ 1
= 1, lim

𝑥→∞
(𝑥 + 1) = ∞.

Перетворимо заданий вираз так, щоб можна було скористатися другою примiтною границею:

lim
𝑥→∞

(︂
2𝑥+ 3

2𝑥+ 1

)︂𝑥+1

= lim
𝑥→∞

(︂
1 +

(︂
2𝑥+ 3

2𝑥+ 1
− 1

)︂)︂𝑥+1

= lim
𝑥→∞

(︂
1 +

2

2𝑥+ 1

)︂𝑥+1

=

= lim
𝑥→∞

(︃(︂
1 +

2

2𝑥+ 1

)︂ 2𝑥+1
2

)︃ 2
2𝑥+1

·(𝑥+1)

= 𝑒
lim
𝑥→∞

2(𝑥+ 1)

2𝑥+ 1 = 𝑒.

П р и к л а д 10. Знайти границю lim
𝑥→0

(cos 2𝑥)
1
𝑥2 .

Р о з в ’ я з а н н я.

lim
𝑥→0

(︁
cos 2𝑥

)︁ 1
𝑥2 = {1∞} = lim

𝑥→0

(︁
1 + (cos 2𝑥− 1)

)︁ 1
𝑥2 = lim

𝑥→0

(︁
1− 2 sin2 𝑥

)︁ 1
𝑥2 =

= lim
𝑥→0

(︁
1− 2 sin2 𝑥

)︁ 1
−2 sin2 𝑥

·−2 sin2 𝑥

𝑥2 = 𝑒−2.

Невизначенiсть виду {0 · ∞}

Враховуючи зв’язок мiж нескiнченно малою i нескiнченно великою величинами(︂
1

0
= ∞ i, навпаки,

1

∞
= 0

)︂
, невизначенiсть {0 · ∞} зводять до невизначеностi

{︂
0

0

}︂
або до невизначеностi

{︁∞
∞

}︁
.

П р и к л а д 11. Знайти границю lim
𝑥→0

ctg 𝑥 ln(1 + 𝑥).

Р о з в ’ я з а н н я.

lim
𝑥→0

ctg 𝑥 ln(1 + 𝑥) = {∞ · 0} = lim
𝑥→0

cos𝑥 ln(1 + 𝑥)

sin𝑥
=

{︂
0

0

}︂
= lim

𝑥→0

ln(1 + 𝑥)

sin𝑥
=

= lim
𝑥→0

ln(1 + 𝑥)
1

sin 𝑥 = ln
(︁
(1 + 𝑥)

1
sin 𝑥

)︁
= ln 𝑒 = 1.

П р и к л а д 12. Знайти границю lim
𝑥→1

tg
𝜋

2
𝑥
(︁√︀

2− 𝑥−
√︀
𝑥
)︁
.

Р о з в ’ я з а н н я.

lim
𝑥→1

tg
𝜋

2
𝑥
(︁√︀

2− 𝑥−
√︀

𝑥
)︁
= {∞ · 0} = lim

𝑥→1

sin
𝜋𝑥

2
((2− 𝑥)− 𝑥)

cos
𝜋𝑥

2

(︁√︀
2− 𝑥+

√
𝑥
)︁ =

{︂
0

0

}︂
=

=
1

2
lim
𝑥→1

2− 2𝑥

cos
𝜋𝑥

2

= lim
𝑥→1

1− 𝑥

sin
𝜋

2
(1− 𝑥)

=
2

𝜋
.

Невизначенiсть виду {∞−∞}

Невизначенiсть виду {∞−∞}, як правило, зводять до невизначеностi
{︁∞
∞

}︁
.

П р и к л а д 13. Знайти границю lim
𝑥→∞

(︀
ln(2𝑥2 + 𝑥)− ln(𝑥2 + 1)

)︀
.
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Р о з в ’ я з а н н я.

lim
𝑥→∞

(︀
ln(2𝑥2 + 𝑥)− ln(𝑥2 + 1)

)︀
= {∞−∞} = lim

𝑥→∞
ln

2𝑥2 + 𝑥

𝑥2 + 1
= lim

𝑥→∞
ln

2 +
1

𝑥

1 +
1

𝑥2

= ln 2.

П р и к л а д 14. Знайти границю lim
𝑥→2

(︂
1

𝑥− 2
− 2

𝑥2 − 4

)︂
.

Р о з в ’ я з а н н я.

lim
𝑥→2

(︂
1

𝑥− 2
− 2

𝑥2 − 4

)︂
= {∞−∞} = lim

𝑥→2

𝑥

𝑥2 − 4
= ∞.

П р и к л а д 15. Знайти границю lim
𝑥→∞

(︁√︀
𝑥2 + 𝑥−

√︀
𝑥2 − 𝑥

)︁
.

Р о з в ’ я з а н н я.

lim
𝑥→∞

(︁√︀
𝑥2 + 𝑥−

√︀
𝑥2 − 𝑥

)︁
= {∞−∞} =

= lim
𝑥→∞

(︁√︀
𝑥2 + 𝑥−

√︀
𝑥2 − 𝑥

)︁(︁√︀
𝑥2 + 𝑥+

√︀
𝑥2 − 𝑥

)︁
√︀

𝑥2 + 𝑥+
√︀
𝑥2 − 𝑥

=

= lim
𝑥→∞

2𝑥√︀
𝑥2 + 𝑥+

√︀
𝑥2 − 𝑥

=
{︁∞
∞

}︁
.

Знайдемо границю

lim
𝑥→+∞

2𝑥√︀
𝑥2 + 𝑥+

√︀
𝑥2 − 𝑥

= lim
𝑥→+∞

2√︂
1 +

1

𝑥
+

√︂
1− 1

𝑥

=
2

1 + 1
= 1.

Неважко бачити, що функцiя 𝑦 =
2𝑥√︀

𝑥2 + 𝑥+
√︀

𝑥2 − 𝑥
є непарною, звiдси робимо висновок,

що
lim

𝑥→−∞

2𝑥√︀
𝑥2 + 𝑥+

√︀
𝑥2 − 𝑥

= −1.

Невизначеностi виду {00} i {∞0} елементарними засобами розкрити не вдається.
Знаходять границi з такими невизначеностями за допомогою правила Лопiталя (див.,
наприклад, [?], c. 210 , [?], c. 131 – 135).

3.8.2. Дослiдження функцiї на неперервнiсть

Дослiджують функцiю на неперервнiсть, спираючись на властивостi неперервних
функцiй. При цьому приймають до уваги, що точками розриву є точки, проколотi око-
ли1 яких входять до областi визначення функцiї, а в самих цих точках функцiя не
визначена. Такими точками є, наприклад, нулi знаменника частки двох функцiй. Якщо
функцiя визначається рiзними формулами на рiзних множинах, то треба перевiрити
межовi точки цих множин.

П р и к л а д 16. Дослiдити на неперервнiсть функцiю 𝑓(𝑥) =
𝑥

|𝑥|
.

1Нагадаємо, що проколотим 𝛿-околом точки 𝑥0 називають множину (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0) ∪ (𝑥0, 𝑥0 + 𝛿).
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Р о з в ’ я з а н н я. Функцiя не визначена в точцi 𝑥 = 0. Неважко бачити, що lim
𝑥→−0

𝑥

|𝑥|
= −1,

а lim
𝑥→+0

𝑥

|𝑥|
= 1. Точка 𝑥 = 0 для заданої функцiї є точкою розриву першого роду.

П р и к л а д 17. Дослiдити на неперервнiсть функцiю 𝑓(𝑥) = 𝑥 sin
1

𝑥
, якщо 𝑥 ̸= 0 i 𝑓(0) = 0.

Р о з в ’ я з а н н я. При 𝑥 ̸= 0 функцiя неперервна як добуток двох неперервних функцiй.
У точцi 𝑥 = 0 функцiя має границю, рiвну нулю. Оскiльки lim

𝑥→0
𝑓(𝑥) = 𝑓(0), то функцiя непе-

рервна i у точцi 𝑥 = 0. Отже, задана функцiя є неперервною на всiй числовiй осi.

П р и к л а д 18. Дослiдити на неперервнiсть функцiю

𝑓(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑥+ 1, при 𝑥 6 0,
1− 𝑥, при 0 < 𝑥 6 1,

1

(𝑥+ 2)(𝑥− 1)
, при 𝑥 > 1.

Р о з в ’ я з а н н я. Очевидно, що задана функцiя на промiжку (−∞, 0) є неперервною. У
точцi 𝑥 = 0 вона має рiвнi одностороннi границi

lim
𝑥→−0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→−0

(𝑥+ 1) = 1 = 𝑓(1), lim
𝑥→+0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→+0

(1− 𝑥) = 1.

Тобто в точцi 𝑥 = 0 iснує границя функцiї, i вона дорiвнює значенню функцiї в цiй точцi —
функцiя неперервна в точцi 𝑥 = 0.

На промiжку (0, 1) функцiя 𝑓(𝑥) є неперервною.
У точцi 𝑥 = 1 лiвостороння границя функцiї 𝑓(𝑥) дорiвнює нулю, а

lim
𝑥→1+0

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1+0

1

(𝑥+ 2)(𝑥− 1)
= +∞.

Тобто точка 𝑥 = 1 є точкою розриву другого роду.
На промiжку (1,+∞) функцiя 𝑓(𝑥) неперервна.
Висновок: на кожному з промiжкiв (−∞, 1) i (1,+∞) функцiя неперервна. Точка 𝑥 = 1 —

точка розриву другого роду.

3.9. Вiдшукання границь у середовищi Maple
Для обчислення границь в Maple iснують команди

limit(expr,x=val,dir)
та
Limit(expr,x=val,dir).
Тут expr — вираз, для якого обчислюється границя (функцiя чи 𝑛-ий член послiдовно-
стi), x=val — точка, в якiй обчислюється границя, dir — необов’язковий параметр, який
може набувати значень: right (правостороння границя), left (дiвостороння границя),
real (дiйсна змiнна), complex (комплексна змiнна).

Проiлюструємо все сказане на прикладах.

П р и к л а д 1.
> restart;
> Limit(sin(x)/x,x=0); value(%);

lim
𝑥→0

sin(𝑥)

𝑥

1
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> Limit(sin(x)/x,x=0) = limit(sin(x)/x,x=0);

lim
𝑥→0

sin(𝑥)

𝑥
= 1

Знайдемо одностороннi границi фунцiї 𝑒
1
𝑥 в точцi 𝑥 = 0:

> Limit(exp(1/x),x=0,left)=limit(exp(1/x),x=0,left);

lim
𝑥→0−

𝑒
1
𝑥 = 0

> Limit(exp(1/x),x=0,right)=limit(exp(1/x),x=0,right);

lim
𝑥→0+

𝑒
1
𝑥 = ∞

Знайдемо границю функцiї 𝑓(𝑥) =
1

𝑥
в точцi 𝑥 = 0 як функцiї дiйсної та комплексної

змiнної:
> limit(1/x, x = 0, real);

𝑢𝑛𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑒𝑑

> limit(1/x, x = 0, complex);
∞+∞𝐼

П р и к л а д 2. Знайти границю lim
𝑥→2

𝑥2 − 5𝑥+ 6

𝑥2 − 12𝑥+ 20
.

Р о з в ’ я з а н н я.
> Limit((x^2-5*x+6)/(x^2-12*x+20),x=2)=limit((x^2-5*x+6)/

(x^2-12*x+20),x=2);

lim
𝑥→2

𝑥2 − 5𝑥+ 6

𝑥2 − 12𝑥+ 20
=

1

8
Докладний аналiз цього прикладу див. на с. 39.

В останнiх версiях Maple є можливiсть докладного ознайомлення з методами розв’я-
зування задач. Виклик «репетитора» здiйснюється через головне меню; Tools I Tutors
I · · · А далi треба вибрати роздiл i тему (див. Рис. 3 )

Рис. 3
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На рис. 3 показаний вибiр роздiлу «Аналiз функцiї однiєї змiнної» i теми «Методи
границь» iз цього роздiлу.

Пiсля вибору теми з’являється вiкно Maplet-демонстрацiї обчислення границi фун-
кцiї.

Рис.4

Iнтерфейс Maplet-демонстрацiї iнтуiтивно зрозумiлий. Спочатку треба ввести функцiю
(вiконце Function), назву змiнної (вiконце Variable), граничне значення змiнної (вiкон-
це at) i натиснути Start. У робочому вiкнi (найбiльше вiкно пiд вiконцем Function)
з’явиться у звичнiй математичнiй нотацiї запис границi, яку треба знайти. Щоб почати
обчислення натискаємо Next Step. Обчислення проводяться покроково з поясненнями
кожного кроку (пояснення див. пiд вiконцем at). На рис. 4 показаний результат вико-
нання першого кроку вiдшукання границi iз прикладу 1 на с. 39, а саме — скорочення
дробу на лiнiйний множник (𝑥 − 2) (див. с. 39). Пiсля розв’язання задачi i закриття
маплета у робочому листку Maple будуть вiдображенi усi кроки розв’язання задачi iз
стислими коментарями (див. рис. 5).
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Рис. 5

Результат, поданий на рис. 5, отримано в Maple 2021. Maple 13 видає лише кiнцевий
результат (див. формулу в самому низу рис. 5).

3.9.1. Дослiдження функцiй на неперервнiсть засобами Maple

Перевiрити неперервнiсть функцiї 𝑓(𝑥) на заданому промiжку [𝑥1, 𝑥2] можна коман-
дою iscont(f(x),x=x1..x2). Результатом виконання цiєї команди буде вiдповiдь true
(iстина), якщо функцiя неперервна на заданому промiжку, i false (хиба, неправда), якщо
функцiя не є неперервною на цьому промiжку.

Дослiдження неперервностi функцiї на всiй числовiй осi здiйснюється командою
iscont(f(x), x= -infinity..+infinity). Якщо функцiя 𝑓(𝑥) не є неперервною, для
пошуку її точок розриву застосовують команду discont(f(x),x).
П р и к л а д 3. Дослiдити на неперервнiсть функцiю

𝑔(𝑥) :=

⎧⎨⎩
1

(𝑥+1)2
, 𝑥 ≤ 0

2 · 𝑥+ 1, 0 < 𝑥 < 1√
𝑥, 1 ≤ 𝑥

Р о з в ’ я з а н н я.
> restart;
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> g:= x -> piecewise(x <= 0, 1/(x + 1)^2, 0 < x and x < 1,}
2*x + 1, 1 <= x, sqrt(x)

𝑔 := 𝑥 ↦→

⎧⎨⎩
1

(𝑥+1)2
𝑥 ≤ 0

2 · 𝑥+ 1 0 < 𝑥 < 1√
𝑥 1 ≤ 𝑥

> iscont(g(x), x= -infinity..+infinity);

false

> discont(g(x),x);

{−1, 1}
Знайдемо границi функцiї 𝑔(𝑥) в точках 𝑥 = −1 та 𝑥 = 1:
> limit(g(x), x = -1);

∞
Точка 𝑥 = −1 є точкою нескiнченного розриву функцiї 𝑔(𝑥).
> limit(g(x), x = 1);

𝑢𝑛𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑒𝑑

Як бачимо, спроба обчислити lim
𝑥→1

𝑔(𝑥) виявилася невдалою. Обчислимо одностороннi
границi функцiї 𝑔(𝑥) в цiй точцi:
> limit(g(x), x = 1, left);

3

> limit(g(x), x = 1, right);
1

Оскiльки одностороннi границi функцiї 𝑔(𝑥) в точцi 𝑥 = 1 виявилися скiнченними i
рiзними, то маємо висновок, що точка 𝑥 = 1 є точкою розриву першого роду.

Наведемо графiк функцiї 𝑔(𝑥):
> plot(g(x),x=-3..5,y=-1..5,discont=true);

Рис. 6
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Завдання до роздiлу
Знайти границi

1. a) lim
𝑥→0

(cos 2𝑥)
1

2𝑥2 ; b) lim
𝑥→−𝜋

4

2 cos2 𝑥− 1

1− tg2 𝑥
;

c) lim
𝑥→−3

√
𝑥+ 12− 3

√
4 + 𝑥

𝑥2 − 9
; d) lim

𝑥→−∞

(︁√
𝑥2 + 1−

√
𝑥2 − 4𝑥

)︁
.

2. a) lim
𝑥→3

√
𝑥+ 13− 2

√
𝑥+ 1

𝑥3 − 27
; b) lim

𝑥→0
(cos 2𝑥)ctg

2 𝑥;

c) lim
𝑥→1

sin 𝜋𝑥

sin 3𝜋𝑥
; d) lim

𝑥→∞

(︁√︀
𝑥2 + 4−

√︀
𝑥2 + 2𝑥

)︁
.

3. a) lim
𝑥→∞

(︂
3𝑥+ 2

3𝑥+ 1

)︂2𝑥

; b) lim
𝑥→1

sin(𝑥− 1)

𝑥3 − 1
;

c) lim
𝑥→0

√
1 + sin 3𝑥−

√
1− sin 5𝑥

sin 6𝑥
; d) lim

𝑥→∞
𝑥
(︁√︀

𝑥2 + 1− 𝑥
)︁
.

4. a) lim
𝑥→0

1− cos 2𝑥√
4− 𝑥2 − 2

; b) lim
𝑥→∞

(︂
2𝑥2 + 𝑥− 1

2𝑥2 + 1

)︂𝑥

;

c) lim
𝑥→0

1− cos 2𝑥

𝑥 sin𝑥
; d) lim

𝑥→4

√
1 + 2𝑥− 3𝑥+ 9√

𝑥− 2
.

5. a) lim
𝑥→∞

(︂
𝑥

1 + 𝑥

)︂1−𝑥

; b) lim
𝑥→𝜋

3

sin
(︀
𝑥− 𝜋

3

)︀
1− 2 cos𝑥

;

c) lim
𝑥→𝜋

2

(︂
sin𝑥

cos2 𝑥− tg2 𝑥

)︂
; d) lim

𝑥→∞

(︁√︀
𝑥2 − 𝑥+ 1− 𝑥

)︁
.

6. a) lim
𝑥→0

√
1 + 𝑥 sin𝑥− cos𝑥

sin2 𝑥

2

; b) lim
𝑥→∞

(︂
𝑥2 − 1

𝑥2 + 1

)︂3𝑥2

;

c) lim
𝑥→∞

(︁√︀
𝑥4 − 𝑥2 −

√︀
𝑥4 − 9

)︁
; d) lim

𝑥→1

(︂
4

1− 𝑥4
− 1

𝑥− 1

)︂
.

7. a) lim
𝑥→∞

(︂
𝑥+ 3

𝑥+ 2

)︂2𝑥+1

; b) lim
𝑥→0

√
𝑥+ 9− 3

sin 7𝑥
;

c) lim
𝑥→−8

10− 𝑥− 6
√
1− 𝑥

𝑥2 − 64
; d) lim

𝑥→+∞

√
𝑥5 − 8 + 𝑥

√︀
𝑥(𝑥2 + 5)√

𝑥5 + 2
.

8. a) lim
𝑥→0

1− cos 2𝑥√
4− 𝑥2 − 2

; b) lim
𝑥→∞

(︂
2𝑥2 + 𝑥− 1

2𝑥2 + 3𝑥

)︂𝑥

;

c) lim
𝑥→−𝜋

4

2 cos2 𝑥− 1

1− tg2 𝑥
; d) lim

𝑥→∞

(︁√︀
𝑥4 + 3𝑥2 − 4− 𝑥2

)︁
.
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9. a) lim
𝑥→∞

(︂
2𝑥− 3

2𝑥+ 1

)︂𝑥+1

; b) lim
𝑥→0

𝑥 sin2 𝑥

tg 𝑥− sin𝑥
;

c) lim
𝑥→3

√
9𝑥− 3

√
𝑥+ 3−

√
2𝑥

; d) lim
𝑥→∞

√
4𝑥2 + 2𝑥+ 𝑥√
9𝑥2 + 1 + 2𝑥

.

10. a) lim
𝑥→∞

(︂
𝑥+ 1

𝑥− 4

)︂𝑥

; b) lim
𝑥→1

(1− 𝑥) tg
𝜋𝑥

2
;

c) lim
𝑥→∞

(︁√︀
𝑥2 + 1− 𝑥

)︁
; d) lim

𝑥→𝜋
4

sin 2𝑥− 1

cos𝑥− sin𝑥
.

11. a) lim
𝑥→1

(︁
ctg

𝜋

4
𝑥
)︁ 1

1−𝑥 ; b) lim
𝑥→−𝜋

4

cos𝑥+ sin𝑥

cos 2𝑥
;

c) lim
𝑥→0

sin2 𝑥

cos𝑥−
√
1 + 𝑥 sin𝑥

; d) lim
𝑥→−∞

(︁√︀
𝑥2 + 3𝑥+ 𝑥

)︁
.

12. a) lim
𝑥→0

(︁ cos𝑥

cos 2𝑥

)︁ 1
𝑥2 ; b) lim

𝑥→0

sin 3𝑥

3−
√
2𝑥+ 9

;

c) lim
𝑥→−1

𝑥2 − 𝑥− 2

𝑥3 + 1
; d) lim

𝑥→∞

(︁√︀
𝑥2 + 1−

√︀
𝑥2 − 4𝑥

)︁
.

13. a) lim
𝑥→0

cos𝑥− cos 3𝑥

𝑥2
; b) lim

𝑥→∞

(︂
𝑥2 + 5

𝑥2 − 5

)︂𝑥2

;

c) lim
𝑥→3

9− 𝑥2

√
3𝑥− 3

; d) lim
𝑥→∞

5𝑥2 − 3𝑥+
√
𝑥4 + 1√

4𝑥4 + 𝑥2 + 𝑥
.

14. a) lim
𝑥→0

1− cos𝑥

𝑥(
√
1 + 𝑥− 1)

; b) lim
𝑥→𝜋

4

(sin 2𝑥)tg
2 𝑥;

c) lim
𝑛→∞

1 + 2 + 3 + · · ·+ 𝑛√
9𝑛4 + 1

; d) lim
𝑥→𝜋

2

(︂
sin𝑥

cos2 𝑥
− tg2 𝑥

)︂
.

15. a) lim
𝑥→∞

(︁
𝑥−

√︀
𝑥2 − 𝑥+ 1

)︁
; b) lim

𝑥→0
(cos𝑥)ctg

2 𝑥;

c) lim
𝑥→∞

√
4𝑥2 + 2𝑥+ 𝑥√
9𝑥2 + 1 + 2𝑥

; d) lim
𝑥→0

1

cos𝑥
− 1

2𝑥 sin𝑥
.

16. a) lim
𝑥→𝜋

2

(︂
sin𝑥

cos2 𝑥
− tg2 𝑥

)︂
; b) lim

𝑥→∞

(︂
4𝑥− 1

4𝑥+ 1

)︂4𝑥

;

c) lim
𝑥→7

2−
√
𝑥− 3

𝑥2 − 49
; d) lim

𝑥→0

√
1 + 𝑥 sin𝑥− cos𝑥

sin2 𝑥
.

17. a) lim
𝑥→𝜋

2

1 + cos 2𝑥√
𝜋 −

√
2𝑥

; b) lim
𝑥→𝜋

4

(sin 2𝑥)tg
2 𝑥;

c) lim
𝑥→1

sin(1− 𝑥)√
𝑥− 1

; d) lim
𝑥→∞

(︁√︀
𝑥2 + 𝑥+ 1−

√︀
𝑥2 − 𝑥

)︁
.
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18. a) lim
𝑥→−1

sin(1 + 𝑥)

1− 𝑥2
; b) lim

𝑥→∞

(︂
𝑥2 + 𝑥

𝑥2 + 1

)︂𝑥2+1
𝑥

;

c) lim
𝑥→0

𝑥3 + 2𝑥2

√
1 + 3𝑥2 − 1

; d) lim
𝑥→∞

√
𝑥− 6𝑥

3𝑥+ 1
.

19. a) lim
𝑥→∞

(︁√︀
𝑥2 + 1− 𝑥

)︁
; b) lim

𝑥→+0

(︀
1 + tg2

√
𝑥
)︀ 1

𝑥 ;

c) lim
𝑥→0

√︀
1− tg 𝑥−

√︀
1 + tg 𝑥

sin 2𝑥
; d) lim

𝑥→0

√
𝑥+ 4− 2

sin 5𝑥
.

20. a) lim
𝑥→𝜋

4

√︀
tg 𝑥− 1

2 sin2 𝑥− 1
; b) lim

𝑥→1
(1 + sin 𝜋𝑥)ctg 𝜋𝑥;

c) lim
𝑥→−1

𝑥2 − 𝑥− 2

𝑥3 + 1
; d) lim

𝑥→∞

5𝑥2 − 3
√
𝑥+ 1

2𝑥2 + 4𝑥+
√
𝑥

.

21. a) lim
𝑥→0

1− cos𝑥

2𝑥 sin𝑥
; b) lim

𝑥→0

(︂
1 + sin 𝑥

4 + 𝑥

)︂ 1
𝑥

;

c) lim
𝑥→∞

(︁
𝑥−

√︀
𝑥2 − 𝑥+ 2

)︁
; d) lim

𝑥→−2

𝑥3 + 3𝑥2 + 2𝑥

𝑥2 − 𝑥− 6
.

22. a) lim
𝑥→𝜋

6

2 sin2 𝑥+ sin𝑥− 1

2 sin2 𝑥− 3 sin𝑥+ 1
; b) lim

𝑥→0

(︀
1 + 10 tg2 𝑥

)︀ 1
𝑥2 ;

c) lim
𝑥→0

1− cos 2𝑥

𝑥
√
1 + 𝑥− 1

; d) lim
𝑥→∞

3
√
27𝑥3 + 1 + 𝑥

2𝑥+
√
𝑥2 + 1

.

23. a) lim
𝑥→0

𝑥3√︀
1 + tg 𝑥−

√
1 + sin 𝑥

; b) lim
𝑥→∞

(︂
𝑥2 + 1

𝑥2 + 2

)︂2𝑥2

;

c) lim
𝑥→0

√
9 + 𝑥− 3

sin 4𝑥
; d) lim

𝑥→∞

(︁
2𝑥−

√︀
4𝑥2 + 2𝑥+ 1

)︁
.

24. a) lim
𝑥→7

2−
√
𝑥− 3

𝑥2 − 3𝑥− 28
; b) lim

𝑥→0

(︀
1− 3𝑥4

)︀ 1
𝑥4+2𝑥2 ;

c) lim
𝑥→−1

sin(1 + 𝑥)

𝑥2 − 1
; d) lim

𝑥→−1

(︂
1

𝑥+ 1
+

4

𝑥2 − 2𝑥− 3

)︂
.

25. a) lim
𝑥→0

(cos𝑥+ sin𝑥)
1
𝑥 ; b) lim

𝑥→𝜋

sin 5𝑥

sin 2𝑥
;

c) lim
𝑥→∞

(︂
1− 2𝑥

3
√
4 + 8𝑥3 + 2−𝑥2

)︂
; d) lim

𝑥→∞

(︁√︀
𝑥2 + 2−

√︀
𝑥2 − 2𝑥− 2

)︁
.

26. a) lim
𝑥→𝜋

4

(sin 2𝑥)tg
2 2𝑥; b) lim

𝑥→0

sin 4𝑥√
𝑥+ 1− 1

;

c) lim
𝑥→2

𝑥− 2√
𝑥2 + 5− 2𝑥+ 1

; d) lim
𝑥→∞

(︁√︀
𝑥2 + 𝑥+ 1−

√︀
𝑥2 − 2𝑥+ 4

)︁
.
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27. a) lim
𝑥→𝜋

2

1 + cos 2𝑥√
𝜋 −

√
2𝑥

; b) lim
𝑥→0

(cos𝑥+ sin𝑥)
1
𝑥 ;

c) lim
𝑥→0

√
4 + 3𝑥2 − 2

𝑥2 + 𝑥3
; d) lim

𝑥→∞

√
𝑥2 + 1 +

3
√
𝑥3 + 2

𝑥+
√
𝑥

.

28. a) lim
𝑥→𝜋

𝑥− 𝜋

cos
𝑥

2

; b) lim
𝑥→0

(︂
1 + sin 𝑥

1 + tg 𝑥

)︂ 1
𝑥3

;

c) lim
𝑥→∞

(︁√︀
𝑥2 + 𝑥− 𝑥

)︁
; d) lim

𝑥→2

𝑥3 − 8√
2𝑥− 2

.

29. a) lim
𝑥→0

tg 𝑥+ sin𝑥

𝑥+ 𝑥2
; b) lim

𝑥→∞

(︂
2𝑥− 3

2𝑥+ 1

)︂𝑥+1

;

c) lim
𝑥→∞

√
4𝑥2 + 2𝑥+ 𝑥√
9𝑥2 + 1 + 2𝑥

; d) lim
𝑥→∞

(︁
2𝑥−

√︀
𝑥2 + 4𝑥

)︁
.

30. a) lim
𝑥→𝜋

3

sin(𝑥− 𝜋
3
)

1− 2 cos𝑥
; b) lim

𝑥→∞

(︂
2𝑥2 + 𝑥− 1

2𝑥2 + 3𝑥

)︂𝑥

;

c) lim
𝑥→4

√
𝑥2 − 7− 𝑥+ 4

𝑥2 − 16
; d) lim

𝑥→∞

2𝑥3 + 3
√
𝑥3 + 1√

𝑥6 + 𝑥3 + 2𝑥
.

Дослiдити функцiї на неперервнiсть

1. 𝑓(𝑥) =
√
7 + 𝑥− 3

𝑥2 − 4
. 2. 𝑓(𝑥) =

𝑥+ 5

𝑥2 − 6𝑥+ 5

3. 𝑓(𝑥) =
1

1 + 2
1
𝑥

. 4. 𝑓(𝑥) = 𝑥[𝑥].

5. 𝑓(𝑥) =

{︃
sin

𝜋

2𝑥
, 𝑥 ̸= 0,

1, 𝑥 = 0.
6. 𝑓(𝑥) = arctg

1

𝑥
.

7. 𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩
3𝑥, 𝑥 6 0;
cos𝜋𝑥, 0 < 𝑥 6 2;
3− 𝑥, 𝑥 > 2.

8. 𝑓(𝑥) =

⎧⎨⎩
𝑥2, 0 6 𝑥 6 1;
2− 𝑥, 1 < 𝑥 < 2
1, 2 6 𝑥 6 3.

9. 𝑓(𝑥) =
𝑥{𝑥}

𝑥+ {𝑥}
. 10. 𝑓(𝑥) =

𝑥 · [𝑥]
𝑥+ sin𝑥

.
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Тема 4

Похiдна

4.1. Поняття похiдної
Нехай функцiя 𝑦 = 𝑓(𝑥) визначена на деякому промiжку 𝑋 i нехай 𝑥0 — внутрiшня

точка цього промiжку. Вiзьмемо точку 𝑥 ∈ 𝑋. Рiзницю Δ𝑥 = 𝑥− 𝑥0 називають приро-
стом аргументу, а вiдповiдну рiзницю значень функцiї Δ𝑦 = 𝑓(𝑥)−𝑓(𝑥0) — приростом
функцiї.

Означення 30. Похiдною функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥) в точцi 𝑥0 називають границю вiд-
ношення приросту функцiї Δ𝑦 до приросту аргументу Δ𝑥, коли останнiй прямує до
нуля (за умови, що ця границя iснує).

Позначають похiдну функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥) у точцi 𝑥0 символами 𝑦 ′(𝑥0) або 𝑓 ′(𝑥0):

𝑦 ′(𝑥0) = lim
Δ𝑥→0

Δ𝑦

Δ𝑥
= lim

Δ𝑥→0

𝑓(𝑥0 +Δ𝑥)− 𝑓(𝑥0)

Δ𝑥
.

Якщо lim
Δ𝑥→0

Δ𝑦

Δ𝑥
= +∞ або lim

Δ𝑥→0

Δ𝑦

Δ𝑥
= −∞, то кажуть, що функцiя 𝑦 = 𝑓(𝑥) в точцi

𝑥0 має нескiнченну похiдну.
Операцiю знаходження похiдної функцiї називають диференцiюванням функцiї.

4.1.1. Фiзичний, геометричний та економiчний змiст похiдної

Фiзичний змiст похiдної

Нехай функцiя 𝑆(𝑡) описує шлях, пройдений точкою за час 𝑡 . Тодi
Δ𝑆 = 𝑆(𝑡+Δ𝑡)− 𝑆(𝑡) — шлях, пройдений точкою за час Δ𝑡 на вiдрiзку часу [𝑡, 𝑡+Δ𝑡].
Вiдношення шляху до часу, за який цей шлях пройдений, — це середня швидкiсть:

Δ𝑆

Δ𝑡
= 𝑉ср.

Тут 𝑉ср — середня швидкiсть точки на промiжку часу [𝑡, 𝑡+Δ𝑡]. Величина lim
Δ𝑡→0

Δ𝑆

Δ𝑡
=

= 𝑆 ′(𝑡) = 𝑉 (𝑡) — це миттєва швидкiсть точки в момент часу 𝑡.

Геометричний змiст похiдної

Через точки 𝑀 i 𝑁 лiнiї, що є графiком функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥), проведемо сiчну — пряму

𝑀𝑁 (рис. 7). Очевидно, що
Δ𝑦

Δ𝑥
= tg𝜙, де 𝜙 — кут, утворений сiчною з додатним

напрямом осi 𝑂𝑥.
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Рис. 7

Якщо Δ𝑥 прямує до нуля, точка 𝑁 прямує вздовж графiка функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥) до точки 𝑀 .
При цьому пряма 𝑀𝑁 буде обертатись навколо точки 𝑀 i займе граничне положення
— положення дотичної, проведеної до графiка функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥) у точцi 𝑥. Тобто якщо
iснує похiдна 𝑓 ′(𝑥0), то

𝑓 ′(𝑥0) = lim
Δ𝑥→0

Δ𝑦

Δ𝑥
= lim

Δ𝑥→0
tg𝜙 = tg𝛼,

де 𝛼 — кут мiж дотичною, проведеною до графiка функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥) у точцi 𝑥0 , i
додатним напрямом осi 𝑂𝑥. Звiдси отримуємо геометричний змiст похiдної: похiдна
𝑓 ′(𝑥) в точцi 𝑥0 дорiвнює кутовому коефiцiєнту дотичної до графiка функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥)
в точцi 𝑀(𝑥0, 𝑓(𝑥0)).

Спираючись на геометричний змiст похiдної, отримуємо рiвняння дотичної, прове-
деної до графiка функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥) у точцi з абсцисою 𝑥0 :

𝑦 − 𝑓(𝑥0) = 𝑓 ′(𝑥0)(𝑥− 𝑥0).

Економiчний змiст похiдної

Кiлькiсть виробленої продукцiї за одиницю часу називають продуктивнiстю працi.

Якщо 𝑈(𝑡) — кiлькiсть виробленої продукцiї за час 𝑡, то вiдношення
𝑈(𝑡+Δ𝑡)− 𝑈(𝑡)

Δ𝑡
— це середня продуктивнiсть працi на промiжку часу [𝑡, 𝑡+Δ𝑡]. Тодi границю

lim
Δ𝑡→0

Δ𝑈

Δ𝑡
= 𝑈 ′(𝑡)

можна трактувати як продуктивнiсть працi в момент часу 𝑡.
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4.2. Похiднi основних елементарних функцiй

№ Функцiя 𝑓(𝑥) Похiдна 𝑓 ′(𝑥) № Функцiя 𝑓(𝑥) Похiдна 𝑓 ′(𝑥)

1 𝐶 0 9 sin𝑥 cos𝑥

2 𝑥 1 10 cos𝑥 − sin𝑥

3 𝑥𝑛 𝑛𝑥𝑛−1, 𝑛 ∈ R 11 tg 𝑥
1

cos2 𝑥

4
√
𝑥

1

2
√
𝑥

12 ctg 𝑥 − 1

sin2 𝑥

5 𝑒𝑥 𝑒𝑥 13 arcsin𝑥
1√

1− 𝑥2

6 𝑎𝑥 𝑎𝑥 ln 𝑎 14 arccos𝑥 − 1√
1− 𝑥2

7 ln𝑥
1

𝑥
15 arctg 𝑥

1

1 + 𝑥2

8 log𝑎 𝑥
1

𝑥 ln 𝑎
16 arcctg 𝑥 − 1

1 + 𝑥2

4.3. Основнi правила диференцiювання
Нехай функцiї 𝑢(𝑥) i 𝑣(𝑥) мають скiнченнi похiднi 𝑢′ i 𝑣′. Тодi

1. (𝑢± 𝑣)′ = 𝑢′ ± 𝑣′.

2. (𝑢𝑣)′ = 𝑢′𝑣 + 𝑢𝑣′.

3. (𝐶𝑢)′ = 𝐶𝑢′.

4.
(︁𝑢
𝑣

)︁′
=

𝑢′𝑣 − 𝑢𝑣′

𝑣2
, 𝑣 ̸= 0.
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4.4. Похiдна оберненої функцiї
Нехай функцiя 𝑦 = 𝑓(𝑥) така, що для неї iснує обернена функцiя 𝑥 = 𝜙(𝑦).

Рис. 8

Якщо iснує похiдна 𝑓 ′(𝑥), то

𝑓 ′(𝑥) = lim
Δ𝑥→0

Δ𝑦

Δ𝑥
= lim

Δ𝑦→0

1
Δ𝑥

Δ𝑦

=
1

𝜙 ′(𝑦)
.

Тобто мiж похiдними прямої та оберненої функцiї має мiсце такий зв’язок:

𝑦′𝑥 =
1

𝑥′
𝑦

. (4.4.1)

П р и к л а д 1. Знайти похiдну функцiї 𝑦 = arctg 𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я. Оберненою функцiєю до 𝑦 = arctg 𝑥 є функцiя 𝑥 = tg 𝑦. Знаходимо

𝑥′𝑦 = (tg 𝑦)′𝑦 =
1

cos2 𝑦
= 1 + tg2 𝑦 = 1 + 𝑥2.

За формулою (4.4.1) маємо

𝑦′𝑥 =
1

𝑥′𝑦
=

1

1 + 𝑥2
.

4.5. Похiдна складеної функцiї
Нехай 𝑦 = 𝑓(𝑢), а 𝑢 = 𝑔(𝑥), тодi 𝑦 є складеною функцiєю 𝑦 = 𝑓(𝑔(𝑥)) змiнної 𝑥.

Нехай функцiї 𝑓(𝑢) i 𝑔(𝑥) мають скiнченнi похiднi 𝑦′𝑢 = 𝑓 ′(𝑢) i 𝑢′
𝑥 = 𝑔′(𝑥). Тодi iснує

похiдна вiд 𝑦 за змiнною 𝑥:

𝑦′𝑥 = lim
Δ𝑥→0

Δ𝑦

Δ𝑥
= lim

Δ𝑥→0

Δ𝑦

Δ𝑢

Δ𝑢

Δ𝑥
= lim

Δ𝑢→0

Δ𝑦

Δ𝑢
lim

Δ𝑥→0

Δ𝑢

Δ𝑥
= 𝑦 ′

𝑢 · 𝑢′
𝑥.

Отже, ми отримали формулу для похiдної складеної функцiї:(︀
𝑓(𝑔(𝑥))

)︀′
= 𝑓 ′(𝑔(𝑥)) · 𝑔′(𝑥).

П р и к л а д 1. Знайти похiдну функцiї 𝑦 = 𝑒sin𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я. Задана функцiя є складеною: 𝑦 = 𝑒𝑢, 𝑢 = sin𝑥. За формулою похiдної
складеної функцiї маємо:

𝑦 ′
𝑥 = 𝑦 ′

𝑢𝑢
′
𝑥 = (𝑒𝑢)′𝑢 · 𝑢′𝑥 = 𝑒𝑢 · cos𝑥 = 𝑒sin𝑥 cos𝑥.
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П р и к л а д 2. Знайти похiдну функцiї 𝑦 = cos5
√
𝑥3 + 1.

Р о з в ’ я з а н н я. Функцiя 𝑦 є складеною, її можна подати як суперпозицiю таких функцiй:

𝑦 = 𝑢5, 𝑢 = cos 𝑣, 𝑣 =
√
𝑤, 𝑤 = 𝑥3 + 1.

Знаходимо похiдну

𝑦′𝑥 = 𝑦′𝑢 · 𝑢′𝑣 · 𝑣′𝑤 · 𝑤′
𝑥 = 5𝑢4 · (− sin 𝑣) · 1

2
√
𝑤

· 3𝑥2 =

= 5 cos4
√︀
𝑥3 + 1 ·

(︁
− sin

√︀
𝑥3 + 1

)︁
· 1

2
√
𝑥3 + 1

· 3𝑥2.

4.6. Похiдна функцiї, заданої параметрично
Нехай задана пара неперервних функцiй{︂

𝑥 = 𝑥(𝑡),
𝑦 = 𝑦(𝑡),

визначених на одному промiжку. Нехай функцiя 𝑥(𝑡) строго монотонна. Тодi iснує обер-
нена функцiя 𝑡 = 𝑡(𝑥) i змiнна 𝑦 є складеною функцiєю вiд змiнної 𝑥: 𝑦 = 𝑦(𝑡(𝑥)).
Знайдемо її похiдну:

𝑦𝑥
′ = 𝑦 ′

𝑡 · 𝑡𝑥 ′.

Враховуючи, що 𝑡′𝑥 =
1

𝑥′
𝑡

(див. зв’язок мiж похiдними прямої та оберненої функцiї

на попереднiй сторiнцi), можемо записати формулу обчислення похiдної параметрично
заданої функцiї:

𝑦 ′
𝑥 =

𝑦 ′
𝑡

𝑥 ′
𝑡

.

Тут припускається, що похiднi 𝑦 ′
𝑡 i 𝑥 ′

𝑡 iснують i скiнченнi, окрiм того, припускається,
що 𝑥 ′

𝑡 ̸= 0.
П р и к л а д 1. Знайти похiдну параметрично заданої функцiї{︂

𝑥 = 𝑅 cos 𝑡,
𝑦 = 𝑅 sin 𝑡.

Р о з в ’ я з а н н я. Задана пара функцiй визначає залежну змiнну 𝑦 як функцiю аргументу
𝑥 на кожному з промiжкiв 𝑡 ∈ (2𝑘𝜋, 𝜋+2𝑘𝜋), 𝑘 ∈ Z. На кожному з цих промiжкiв iснує похiдна

𝑦 ′
𝑥 =

𝑅 cos 𝑡

−𝑅 sin 𝑡
= − ctg 𝑡.

4.7. Похiдна неявно заданої функцiї
Похiдну вiд функцiї 𝑦(𝑥), заданої спiввiдношенням 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0, тобто функцiї заданої

неявно, знаходять у такий спосiб: беруть похiдну за змiнною 𝑥 вiд обох частин рiвностi
𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0, враховуючи, що 𝑦 — функцiя вiд 𝑥, у результатi отримують лiнiйне рiвняння
вiдносно 𝑦 ′, з якого i знаходять похiдну 𝑦 ′.
П р и к л а д 1. Знайти похiдну функцiї 𝑦(𝑥), заданої рiвнянням 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2.
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Р о з в ’ я з а н н я. Беремо похiдну вiд обох частин заданої рiвностi:

2𝑥+ 2𝑦𝑦 ′ = 0.

Звiдси знаходимо 𝑦 ′:
𝑦 ′ = −𝑥

𝑦
.

Якщо ми виразимо 𝑦 як явну функцiю вiд 𝑥, тобто розв’яжемо рiвняння 𝑥2+𝑦2 = 𝑅2 вiдносно
𝑦, а потiм вiзьмемо похiдну, то отримаємо той самий результат:

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2 ⇔ 𝑦2 = 𝑅2 − 𝑥2 ⇔ 𝑦 = ±
√︀

𝑅2 − 𝑥2,

𝑦 ′ = ± 1

2
√︀
𝑅2 − 𝑥2

· (−2𝑥) = − 𝑥

±
√︀

𝑅2 − 𝑥2
= −𝑥

𝑦
.

За у в аженн я. Розв’язати рiвняння 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0 вiдносно 𝑦 вдається дуже й дуже
рiдко, тому не варто марнувати час на побудову його розв’язку, а брати похiдну вiд
неявної функцiї за описаною вище схемою.
П р и к л а д 2. Знайти похiдну функцiї, заданої неявно:

arctg
𝑦

𝑥
= ln

√︀
𝑥2 + 𝑦2.

Р о з в ’ я з а н н я. Беремо похiдну вiд обох частин рiвностi

1

1 +
𝑦2

𝑥2

· 𝑦
′𝑥− 𝑦

𝑥2
=

1√︁
𝑥2 + 𝑦2

· 1

2

√︁
𝑥2 + 𝑦2

· (2𝑥+ 2𝑦𝑦 ′).

Пiсля спрощення маємо вираз
𝑦 ′𝑥− 𝑦 = 𝑥+ 𝑦𝑦 ′,

з якого i знаходимо 𝑦 ′

𝑦 ′ =
𝑥+ 𝑦

𝑥− 𝑦
.

4.8. Логарифмiчна похiдна

Логарифмiчною похiдною функцiї 𝑓(𝑥) називають похiдну
(︁
ln 𝑓(𝑥)

)︁′
.

Розглянемо застосування логарифмiчної похiдної. Знайдемо похiдну функцiї
𝑦 = 𝑢𝑣, де 𝑢 = 𝑢(𝑥) > 0 i 𝑣 = 𝑣(𝑥) — деякi функцiї, що мають скiнченнi похiднi 𝑢′

i 𝑣′. Прологарифмуємо 𝑦: ln 𝑦 = 𝑣 ln𝑢 i вiзьмемо похiдну вiд обох частин цiєї рiвностi:

𝑦 ′

𝑦
= 𝑣′ ln𝑢+ 𝑣

𝑢′

𝑢
.

Враховуючи, що 𝑦 = 𝑢𝑣, отримуємо формулу для похiдної степенево-показникової фун-
кцiї (︁

𝑢𝑣
)︁′

= 𝑢𝑣

(︂
𝑣′ ln𝑢+ 𝑣

𝑢′

𝑣

)︂
.

П р и к л а д 1. Знайти похiдну функцiї 𝑦 = 𝑥sin𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я. Логарифмуємо 𝑦:

ln 𝑦 = sin𝑥 ln𝑥.

58



Беремо похiдну вiд обох частин отриманої рiвностi:

𝑦 ′

𝑦
= cos𝑥 ln𝑥+ sin𝑥

1

𝑥
.

Виражаємо звiдси 𝑦 ′:

𝑦 ′ = 𝑦

(︂
cos𝑥 ln𝑥+

sin𝑥

𝑥

)︂
= 𝑥sin𝑥

(︂
cos𝑥 ln𝑥+

sin𝑥

𝑥

)︂
.

4.9. Диференцiйовнi функцiї

Означення 31. Функцiя 𝑦 = 𝑓(𝑥) називається диференцiйовною в точцi 𝑥0, якщо
її прирiст Δ𝑦 в цiй точцi можна подати у виглядi

Δ𝑦 = 𝐴 ·Δ𝑥+ 𝛼(Δ𝑥)Δ𝑥, (4.9.1)

де 𝐴 — деяке число, що не залежить вiд Δ𝑥, а 𝛼(Δ𝑥) → 0, коли Δ𝑥 → 0.

Якщо подiлимо рiвнiсть (4.9.1) на Δ𝑥 i перейдемо до границi при Δ𝑥 → 0, то поба-

чимо, що границя вiдношення
Δ𝑦

Δ𝑥
iснує i дорiвнює 𝐴:

lim
Δ𝑥→0

Δ𝑦

Δ𝑥
= 𝑓 ′(𝑥0) = 𝐴.

Тобто якщо функцiя диференцiйовна в точцi, то вона в цiй точцi має скiнченну похiдну.
З iншого боку, якщо функцiя має в точцi 𝑥0 скiнченну похiдну, то

lim
Δ𝑥→0

Δ𝑦

Δ𝑥
= 𝑓 ′(𝑥0) ⇔

Δ𝑦

Δ𝑥
= 𝑓 ′(𝑥0) + 𝛽, де 𝛽 → 0 при Δ𝑥 → 0.

Звiдси знаходимо прирiст функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥):

Δ𝑦 = 𝑓 ′(𝑥0) ·Δ𝑥+ 𝛽Δ𝑥.

Як бачимо, прирiст функцiї має вигляд (4.9.1).
Маємо висновок:

Твердження 4.9. 1. Функцiя є диференцiйовною в точцi тодi i тiльки тодi, коли
вона в цiй точцi має скiнченну похiдну.

Функцiю, що має скiнченну похiдну в кожнiй точцi деякого промiжку називають
диференцiйовною на цьому промiжку.

4.9.1. Зв’язок мiж диференцiйовнiстю i неперервнiстю функцiї

У рiвностi (4.9.1) перейдемо до границi при Δ𝑥 → 0:

lim
Δ𝑥→0

Δ𝑦 = lim
Δ𝑥→0

𝐴 ·Δ𝑥+ 𝛼(Δ𝑥)Δ𝑥 = 0,

звiдси випливає

Твердження 4.9. 2. Функцiя, диференцiйовна в точцi, є неперервною в цiй то-
чцi.

За у в аженн я. Функцiя може бути неперервною в точцi, але недиференцiйовною в
цiй точцi. Наприклад, функцiя 𝑦 = |𝑥| в точцi 𝑥 = 0 неперервна, але не має похiдної в
цiй точцi.
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4.10. Диференцiал функцiї
Нехай прирiст функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥) можна подати у виглядi (4.9.1).

Означення 32. Диференцiалом функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥) називають головну, лiнiйну по
Δ𝑥 частину приросту функцiї.

Позначають диференцiал функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥) символами 𝑑𝑦 або 𝑑𝑓 . Диференцiал фун-
кцiї, обчислений в точцi 𝑥0, позначають через 𝑑𝑦(𝑥0) чи 𝑑𝑓(𝑥0). Тодi за означенням
маємо

𝑑𝑓(𝑥0) = 𝐴 ·Δ𝑥.

Врахуємо, що 𝐴 в точцi 𝑥0 дорiвнює 𝐴 = 𝑓 ′(𝑥0), i отримаємо правило обчислення ди-
ференцiала функцiї 𝑓(𝑥) в точцi 𝑥0:

𝑑𝑓(𝑥0) = 𝑓 ′(𝑥0) ·Δ𝑥.

Прирiст Δ𝑥 аргументу 𝑥 ще позначають символом 𝑑𝑥. У цих позначеннях диференцiал
функцiї набуває вигляду 𝑑𝑦 = 𝑦′𝑥𝑑𝑥, звiдки маємо ще одне позначення для похiдної

𝑦′𝑥 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
.

Геометричний змiст диференцiала проiлюстро-

Рис. 9

вано на рис. 3: крива 𝑀𝑃 — графiк функцiї 𝑦 =
𝑓(𝑥), пряма 𝑀𝑁 — дотична до графiка в точцi 𝑀 ,
довжина вiдрiзка 𝐾𝑃 — прирiст ординати графiка
функцiї:

𝐾𝑃 = Δ𝑦 = 𝑓(𝑥0 +Δ𝑥)− 𝑓(𝑥0).

Iз прямокутного трикутника 𝑀𝐾𝑃 знаходимо, що
𝐾𝑁 = 𝑀𝐾 · tg∠𝑁𝑀𝐾. Оскiльки пряма 𝑀𝑁 —
дотична, то tg∠𝑁𝑀𝐾 = 𝑓 ′(𝑥0). Враховуючи, що

𝑀𝐾 = Δ𝑥, отримуємо такий результат:

𝐾𝑁 = 𝑓 ′(𝑥0) ·Δ𝑥 = 𝑑𝑦(𝑥0).

Якщо Δ𝑦 — прирiст ординати функцiї 𝑦, що вiдповiдає приросту Δ𝑥 аргументу 𝑥,
то 𝑑𝑦 — вiдповiдний прирiст ординати дотичної.

Звертаємо увагу, що при малих значеннях Δ𝑥 величини Δ𝑦 i 𝑑𝑦 вiдрiзняються мало
(строго кажучи, Δ𝑦− 𝑑𝑦 → 0, коли Δ𝑥 → 0). Цей факт дозволяє застосувати диферен-
цiал до наближених обчислень. Якщо нам вiдомi значення функцiї 𝑓(𝑥0) i ї ї похiдної
𝑓 ′(𝑥0) в точцi 𝑥0, то можна знайти наближене значення функцiї 𝑓(𝑥) в точцi 𝑥0 + Δ𝑥.
Якщо функцiя 𝑓(𝑥) диференцiйовна, то Δ𝑦 = 𝑓(𝑥0 +Δ𝑥)− 𝑓(𝑥0) = 𝑓 ′(𝑥0) ·Δ𝑥+ 𝛼 ·Δ𝑥,
де 𝛼 → 0, коли Δ𝑥 → 0. Нехтуючи доданком 𝛼 ·Δ𝑥 , що прямує до нуля швидше, нiж
Δ𝑥, отримуємо наближену рiвнiсть

𝑓(𝑥0 +Δ𝑥) ≈ 𝑓(𝑥0) + 𝑓 ′(𝑥0) ·Δ𝑥. (4.10.1)

Про похибку, яка при цьому припускається, дивись докладнiше параграф «Формула
Тейлора» на стор. 67.
П р и к л а д 1. Обчислити наближено

√︀
0, 99.
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Р о з в ’ я з а н н я. Можемо вважати, що нам треба обчислити значення функцiї 𝑦 =
√
𝑥 в

точцi 𝑥 = 0, 99. За 𝑥0 — точку, в якiй нам вiдомi (або їх легко обчислити) значення функцiї
i її похiдної, — вiзьмемо точку 𝑥0 = 1. Тодi Δ𝑥 = 𝑥 − 𝑥0 = 0, 99 − 1 = −0, 01. Скористаємося
формулою (4.10.1): √︁

0, 99 ≈
√
1 +

1

2
√
1
(−0, 01) = 1− 0, 005 = 0, 995.

Для порiвняння наведемо наближене значення
√︀
0, 99 з точнiстю 𝜀 = 10−6:√︁

0, 99 ≈ 0, 994987.

4.11. Похiднi та диференцiали вищих порядкiв
Похiдну 𝑓 ′(𝑥) називають першою похiдною функцiї 𝑓(𝑥). Якщо функцiя 𝑓 ′(𝑥) є ди-

ференцiйовною, то її похiдну
(︁
𝑓 ′(𝑥)

)︁′
називають другою похiдною або похiдною другого

порядку функцiї 𝑓(𝑥). Похiдну вiд другої похiдної називають третьою похiдною i т.д.

Означення 33. Похiдною 𝑛-го порядку функцiї називають першу похiдну вiд її
похiдної порядку 𝑛− 1.

Для позначення порядку похiдної використовують вiдповiдну кiлькiсть штрихiв або
числа, записанi римськими чи арабськими цифрами. Якщо число записується араб-
ськими цифрами, то його беруть у дужки. Так, символом 𝑦′′ позначають другу похiдну,
символами 𝑦′′′, 𝑦III, 𝑦(3) — третю похiдну, символами 𝑦IV, 𝑦(4) — четверту похiдну, . . . ,
символом 𝑦(𝑛) — похiдну 𝑛-го порядку.
П р и к л а д 1. Очевидно, що

(𝑒𝑥)(𝑛) = 𝑒𝑥. (4.11.1)

Справдi, 𝑦 = 𝑒𝑥, 𝑦′ = 𝑒𝑥, 𝑦′′ = (𝑦′)′ = (𝑒𝑥)′ = 𝑒𝑥, . . . , 𝑦(𝑛) =
(︀
𝑦(𝑛−1)

)︀′
= (𝑒𝑥)′ = 𝑒𝑥.

П р и к л а д 2. Знайдемо похiдну 𝑛-го порядку функцiї 𝑦 = (1 + 𝑥)𝜇 , 𝜇 ∈ R. Скориставшись
похiдною степеневої функцiї, знаходимо, що 𝑦′ = 𝜇 (1 + 𝑥)𝜇−1, 𝑦′′ = 𝜇(𝜇 − 1) (1 + 𝑥)𝜇−2, . . . ,
𝑦(𝑛) = 𝜇(𝜇− 1)(𝜇− 2) . . . (𝜇− 𝑛+ 1) (1 + 𝑥)𝜇−𝑛. Тобто справджується формула

((1 + 𝑥)𝜇)(𝑛) = 𝜇(𝜇− 1)(𝜇− 2) . . . (𝜇− 𝑛+ 1) (1 + 𝑥)𝜇−𝑛 . (4.11.2)

П р и к л а д 3. Знайдемо похiдну 𝑛-го порядку функцiї 𝑦 = sin𝑥.
Знаходимо першi чотири похiднi цiєї функцiї:

𝑦 = sin𝑥, 𝑦′ = cos𝑥, 𝑦′′ = − sin𝑥, 𝑦′′′ = − cos𝑥, 𝑦IV = sin𝑥.

Зрозумiло, що далi все буде повторюватись. Знаходимо, що 𝑦′ = sin
(︁
𝑥+

𝜋

2

)︁
, 𝑦′′ = sin

(︁
𝑥+ 2

𝜋

2

)︁
,

𝑦′′′ = sin
(︁
𝑥+ 3

𝜋

2

)︁
, . . . , 𝑦(𝑛) = sin

(︁
𝑥+ 𝑛

𝜋

2

)︁
.

Отже, маємо формулу
(sin𝑥)(𝑛) = sin

(︁
𝑥+ 𝑛

𝜋

2

)︁
. (4.11.3)

П р и к л а д 4. Аналогiчно можна показати, що справджується формула

(cos𝑥)(𝑛) = cos
(︁
𝑥+ 𝑛

𝜋

2

)︁
. (4.11.4)

Диференцiал 𝑑𝑦 = 𝑓 ′(𝑥)𝑑𝑥 функцiї називають першим диференцiалом, або дифе-
ренцiалом першого порядку. Диференцiал першого порядку вiд першого диференцiала
називають другим диференцiалом або диференцiалом другого порядку i т.д.
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Означення 34. Диференцiалом 𝑛-го порядку називають диференцiал першого по-
рядку вiд диференцiала порядку 𝑛− 1.

Позначають диференцiал 𝑛-го порядку символом 𝑑𝑛𝑦. Обчислюють диференцiал 𝑛-
го порядку вiд функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥) за формулою

𝑑𝑛𝑦 = 𝑓 (𝑛)(𝑥)(𝑑𝑥)𝑛. (4.11.5)

Завдання до роздiлу
Знайти похiднi функцiй:

1. 𝑦 = 2
3
√
𝑥2 + 𝑥

√
2 +

2

𝑥3
. 2. 𝑦 = 𝑥3(𝑥2 − 2)2.

3. 𝑦 = 𝑒−5𝑥 sin𝑥. 4. 𝑦 = 𝑥 arccos 2𝑥−
√
1− 4𝑥2.

5. 𝑦 = ln(𝑥+
√
𝑥2 + 𝑎2). 6. 𝑦 = 2𝑥

2+cos𝑥.

7. 𝑦 = ln tg 𝑥. 8. 𝑦 = arcsin
√
1− 𝑥2.

9. 𝑦 = ln
𝑥+ 1

𝑥− 1
. 10. 𝑦 =

2 cos𝑥

cos 2𝑥
.

11. 𝑦 = lg2(𝑥+ sin 2𝑥). 12. 𝑦 = 𝑥ln𝑥.

13. 𝑦 = (1 + 𝑥2) arctg 𝑥− 𝑥. 14. 𝑦 = (sin𝑥)𝑥.

15. 𝑦 = ctg 𝑥 ln cos𝑥. 16. 𝑦 = (1 + 𝑥2)
tg 𝑥.

Знайти похiднi параметрично заданих функцiй:

17.

{︃
𝑥 = 𝑒−𝑡 cos 𝑡,

𝑦 = 𝑒−𝑡 sin 𝑡.
18.

⎧⎨⎩
𝑥 = 𝑡 ln 𝑡,

𝑦 =
ln 𝑡

𝑡
.

19.

{︃
𝑥 = 𝑎 sin3 𝑡,

𝑦 = 𝑎 cos3 𝑡.
20.

⎧⎨⎩
𝑥 = 2 tg 3𝑡,

𝑦 =
1

cos 3𝑡
.

Знайти похiднi неявно заданих функцiй:
21. 𝑥2 + 4𝑥𝑦 + 2𝑦2 − 8𝑥 = 0. 22. 𝑥𝑦 + ln 𝑦 = 1.

23. 𝑥
2
3 + 𝑦

2
3 = 𝑎

2
3 . 24. 𝑥 sin 𝑦 + 𝑦 cos𝑥 = 0.

Знайти похiднi вказаних порядкiв:

25. 𝑦 =
𝑥+ 1

𝑥− 1
, знайти 𝑦′′. 26. 𝑦 = 𝑥2𝑒2𝑥, знайти 𝑦IV.

27. 𝑦 = arctg 𝑥, знайти 𝑦′′′. 28. 𝑦 = ln(1 + 𝑥), знайти 𝑦(𝑛).

Обчислити наближено з використанням першого диференцiала:

29. 3
√
28. 30. arctg 1, 05.

31. lg 11. 32. sin 29∘.

33. Пiд кутом мiж двома кривими в точцi їх перетину розумiють кут мiж їхнiми
дотичними, проведеними в цiй точцi. Пiд яким кутом перетинаються кривi 𝑦 = 𝑥2 i
𝑥 = 𝑦2?

34. Написати рiвняння дотичної до кривої
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𝑥 = 2𝑡− 𝑡2, 𝑦 = 3𝑡− 𝑡2

в точках: а) 𝑡 = 0; б) 𝑡 = 1.

35. Написати рiвняння дотичної до елiпса
𝑥2

100
+

𝑦2

64
= 1 в точцi 𝑀

(︂
6,

64

10

)︂
.
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Тема 5

Властивостi диференцiйовних функцiй

5.1. Основнi теореми диференцiального
числення

Теорема 6 (Теорема Ферма). Нехай функцiя 𝑓(𝑥) визначена на деякому промiжку 𝑋 i
досягає свого найбiльшого (найменшого) значення у в н утр iшн i й точцi 𝑥 = 𝑐 цього
промiжку. Якщо в цiй точцi iснує скiнченна похiдна 𝑓 ′(𝑐), то вона дорiвнює нулю
𝑓 ′(𝑐) = 0.

Рис. 10

Теорема Ферма має такий геометричний змiст: якщо функцiя досягає найбiльшого
(найменшого) значення у в н у т р iшн i й точцi 𝑥 = 𝑐 промiжку i є в цiй точцi диферен-
цiйовною, то дотична до графiка функцiї в цiй точцi паралельна осi 𝑂𝑥 (рис. 10).

Теорема 7 (Теорема Ролля). Нехай функцiя 𝑓(𝑥)
1) визначена i неперервна на замкненому промiжку [𝑎, 𝑏];
2) диференцiйовна на iнтервалi (𝑎, 𝑏);
3) на кiнцях промiжку набуває рiвних значень 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏).

Тодi iснує принаймнi одна точка 𝑐 (𝑎 < 𝑐 < 𝑏) така, що 𝑓 ′(𝑐) = 0.

Рис. 11
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Геометричний змiст теореми Ролля проiлюстровано на рис. 11: графiк неперервної
на [𝑎, 𝑏] i диференцiйовної на (𝑎, 𝑏) функцiї, яка на кiнцях промiжку [𝑎, 𝑏] набуває рiвних
значень, має принаймнi одну точку, де дотична до графiка паралельна осi абсцис. Як
видно iз рис. 11, таких точок може бути кiлька.

Теорема 8 (Теорема Лагранжа). Нехай функцiя 𝑓(𝑥)
1) визначена i неперервна на промiжку [𝑎, 𝑏];
2) диференцiйовна на (𝑎, 𝑏).

Тодi iснує принаймнi одна точка 𝑐 (𝑎 < 𝑐 < 𝑏) така, що

𝑓 ′(𝑐) =
𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑎)

𝑏− 𝑎
.

Геометричний змiст теореми Лагранжа показано на

Рис. 12

рис. 12: графiк неперервної на [𝑎, 𝑏] i диференцiйованої
на (𝑎, 𝑏) функцiї має принаймнi одну точку, де дотична
до графiка паралельна сiчнiй. Таких точок може бути
кiлька (див. рис. 12).

Iз теореми Лагранжа маємо такi наслiдки:
Н а с л i д о к 1. Якщо визначена i неперервна на [𝑎, 𝑏]

функцiя має похiдну, рiвну нулю на (𝑎, 𝑏), то функцiя
є сталою на [𝑎, 𝑏].

На с л i д о к 2. Якщо функцiї 𝑓 i 𝑔, визначенi i неперервнi на [𝑎, 𝑏], мають на (𝑎, 𝑏)
рiвнi похiднi 𝑓 ′(𝑥) = 𝑔′(𝑥), 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏), то на промiжку [𝑎, 𝑏] вони вiдрiзняються на
сталу: 𝑓(𝑥)− 𝑔(𝑥) = const, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏].

Теорема 9 (Теорема Кошi). Нехай функцiї 𝑓(𝑥) i 𝑔(𝑥)
1) визначенi i неперервнi на промiжку [𝑎, 𝑏];
2) диференцiйовнi на промiжку (𝑎, 𝑏);
3) 𝑔′(𝑥) ̸= 0 на промiжку (𝑎, 𝑏).

Тодi iснує точка 𝑐 (𝑎 < 𝑐 < 𝑏) така, що

𝑓(𝑏)− 𝑓(𝑎)

𝑔(𝑏)− 𝑔(𝑎)
=

𝑓 ′(𝑐)

𝑔′(𝑐)
.

5.2. Правило Лопiталя
Теорема 10 (Правило Лопiталя). Нехай функцiї 𝑓(𝑥) i 𝑔(𝑥) визначенi i диференцiйов-
нi в деякому околi точки 𝑎, за винятком, можливо, самої точки 𝑎. Нехай lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) =

lim
𝑥→𝑎

𝑔(𝑥) = 0 i 𝑔′(𝑥) ̸= 0 у вказаному околi точки 𝑎. Тодi, якщо iснує границя вiдно-

шення похiдних lim
𝑥→𝑎

𝑓 ′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
, то iснує i границя вiдношення функцiй lim

𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
, причому

справджується формула

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= lim

𝑥→𝑎

𝑓 ′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
.

За у в аженн я 1. Якщо похiднi 𝑓 ′(𝑥) i 𝑔′(𝑥) задовольняють тi ж вимоги, що i функцiї
𝑓(𝑥) i 𝑔(𝑥), то правило Лопiталя можна застосувати повторно.

З а у в аженн я 2. Правило Лопiталя залишається справедливим i у випадку, коли
𝑥 → ∞, та у випадку, коли lim

𝑥→𝑎
𝑓(𝑥) = lim

𝑥→𝑎
𝑔(𝑥) = ∞.

П р и к л а д 1. Знайти границю lim
𝑥→0

𝑥− sin𝑥

𝑥3
.
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Р о з в ’ я з а н н я. Маємо невизначенiсть виду
{︂
0

0

}︂
, чисельник i знаменник дробу задо-

вольняють вимоги правила Лопiталя, тому

lim
𝑥→0

𝑥− sin𝑥

𝑥3
=

{︂
0

0

}︂
= lim

𝑥→0

1− cos𝑥

3𝑥2
= lim

𝑥→0

sin𝑥

6𝑥
=

1

6
.

П р и к л а д 2. Знайти lim
𝑥→+∞

𝑥2

𝑒𝑥
.

Р о з в ’ я з а н н я.

lim
𝑥→+∞

𝑥2

𝑒𝑥
=
{︁∞
∞

}︁
= lim

𝑥→+∞

2𝑥

𝑒𝑥
= lim

𝑥→+∞

2 · 1
𝑒𝑥

= 0

Невизначеностi виду {0 · ∞}, {∞0}, {00}, {1∞} можна звести до невизначеностi
{︂
0

0

}︂
або

{︁∞
∞

}︁
. Покажемо це на прикладах.

П р и к л а д 3. Знайти lim
𝑥→+0

𝑥 ln𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я.

lim
𝑥→+0

𝑥 ln𝑥 = {0 · ∞} = lim
𝑥→+0

ln𝑥
1

𝑥

=
{︁∞
∞

}︁
= lim

𝑥→+0

1

𝑥

− 1

𝑥2

= − lim
𝑥→+0

𝑥2

𝑥
= 0.

П р и к л а д 4. Знайти lim
𝑥→+0

𝑥sin𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я.

lim
𝑥→+0

𝑥sin𝑥 =
{︀
00
}︀
= lim

𝑥→+0

(︁
𝑒ln𝑥

)︁sin𝑥
= lim

𝑥→+0
𝑒sin𝑥 ln𝑥 = 𝑒

lim
𝑥→+0

sin𝑥 ln𝑥
.

Знайдемо границю

lim
𝑥→+0

sin𝑥 ln𝑥 = {0 · ∞} = lim
𝑥→+0

sin𝑥

𝑥
· 𝑥 ln𝑥 = 1 · lim

𝑥→+0
𝑥 ln𝑥 = 0.

Тут ми врахували результати попереднього прикладу: lim
𝑥→+0

𝑥 ln𝑥 = 0.

Отже, lim
𝑥→+0

𝑥sin𝑥 = 𝑒0 = 1.

П р и к л а д 5. Знайти lim
𝑥→𝜋

4

(tg 𝑥)tg 2𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я.
lim
𝑥→𝜋

4

(tg 𝑥)tg 2𝑥 = {1∞} = lim
𝑥→𝜋

4

𝑒tg 2𝑥 ln tg 𝑥.

Знаходимо границю

lim
𝑥→𝜋

4

tg 2𝑥 ln tg 𝑥 = {∞ · 0} = lim
𝑥→𝜋

4

ln tg 𝑥

ctg 2𝑥
=

{︂
0

0

}︂
= lim

𝑥→𝜋
4

1

tg 𝑥
· 1

cos2 𝑥

− 1

sin2 2𝑥
· 2

= −1

4
.

Тобто lim
𝑥→𝜋

4

(tg 𝑥)tg 2𝑥 = 𝑒−
1
4 .
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5.3. Формула Тейлора
Нехай 𝑝(𝑥) — многочлен степеня 𝑛:

𝑝(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥+ 𝑎2𝑥
2 + · · ·+ 𝑎𝑛𝑥

𝑛.

Розкладемо многочлен 𝑝(𝑥) за степенями 𝑥− 𝑥0, де 𝑥0 деяке число, тобто подамо мно-
гочлен 𝑝(𝑥) у виглядi

𝑝(𝑥) = 𝐴0 + 𝐴1(𝑥− 𝑥0) + 𝐴2(𝑥− 𝑥0)
2 + · · ·+ 𝐴𝑛(𝑥− 𝑥0)

𝑛, (5.3.1)

де 𝐴0, 𝐴1, 𝐴2, . . . , 𝐴𝑛 — невiдомi коефiцiєнти. Покладемо в (5.3.1) 𝑥 = 𝑥0 i отримаємо
𝐴0 = 𝑝(𝑥0). Обчислюючи значення 𝑝(𝑘)(𝑥0), iз рiвностi (5.3.1) знаходимо, що

𝐴𝑘 =
𝑝(𝑘)(𝑥0)

𝑘!
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.

Таким чином, ми встановили, що для многочлена 𝑝(𝑥) справджується формула

𝑝(𝑥) = 𝑝(𝑥0) +
𝑝′(𝑥0)

1!
(𝑥− 𝑥0) +

𝑝′′(𝑥0)

2!
(𝑥− 𝑥0)

2 + · · ·+ 𝑝(𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥− 𝑥0)

𝑛. (5.3.2)

Формулу (5.3.2) називають формулою Тейлора для многочлена 𝑝(𝑥).
Нехай 𝑓(𝑥) — 𝑛 разiв диференцiйовна функцiя. Складемо многочлен 𝑛-го степеня

𝑝𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥0) + 𝑓 ′(𝑥0)(𝑥− 𝑥0) +
𝑓 ′′(𝑥0)

2!
(𝑥− 𝑥0)

2 + · · ·+ 𝑓 (𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥− 𝑥0)

𝑛.

Цей многочлен i його похiднi (до 𝑛-ї включно) мають тi самi значення в точцi 𝑥0, що i
функцiя 𝑓(𝑥) та її похiднi. Тобто, якщо 𝑓(𝑥) — многочлен степеня 𝑛, то 𝑓(𝑥) = 𝑝𝑛(𝑥),
але якщо 𝑓(𝑥) не є многочленом, то виникає питання, наскiльки вiдрiзняються цi двi
функцiї? Позначимо

𝑓(𝑥)− 𝑝𝑛(𝑥) = 𝑟𝑛(𝑥).

Якщо функцiя 𝑓(𝑥) має неперервну похiдну 𝑛+ 1 порядку, то можна показати1, що

𝑟𝑛(𝑥) =
𝑓 (𝑛+1)(𝑥0 + 𝜃(𝑥− 𝑥0))

(𝑛+ 1)!
(𝑥− 𝑥0)

𝑛+1, (5.3.3)

де 𝜃 — деяке число: 0 < 𝜃 < 1.
Функцiю 𝑓(𝑥) подають у виглядi

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) + 𝑓 ′(𝑥0)(𝑥− 𝑥0) +
𝑓 ′′(𝑥0)

2!
(𝑥− 𝑥0)

2 + · · ·+ 𝑓 (𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥− 𝑥0)

𝑛 + 𝑟𝑛(𝑥). (5.3.4)

Формулу (5.3.4) називають формулою Тейлора функцiї 𝑓(𝑥). Функцiю 𝑟𝑛(𝑥) назива-
ють залишковим членом формули Тейлора, а її подання у виглядi (5.3.3) називають
залишковим членом у формi Лагранжа.

Окремий випадок формули Тейлора при 𝑥0 = 0

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) + 𝑓 ′(0)𝑥+
𝑓 ′′(0)

2!
𝑥2 + · · ·+ 𝑓 (𝑛)(0)

𝑛!
𝑥𝑛 + 𝑟𝑛(𝑥) (5.3.5)

називають формулою Маклорена.
Формула Тейлора застосовується при наближених обчисленнях, при знаходженнi

границь, при дослiдженнi поведiнки функцiї та iн.
1Див., наприклад, [?], c. 185 – 188.
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5.3.1. Формула Тейлора для основних елементарних функцiй

Наведемо вiдомi найбiльш вживанi формули для деяких елементарних функцiй i
опишемо поведiнку залишкового члена 𝑟𝑛 в залежностi вiд 𝑛 — порядку формули:

𝑒𝑥 = 1 +
𝑥

1!
+

𝑥2

2!
+ · · ·+ 𝑥𝑛

𝑛!
+ 𝑟𝑛(𝑥),

𝑟𝑛(𝑥) → 0 при 𝑛 → ∞, 𝑥 ∈ R. (5.3.6)

sin𝑥 = 𝑥− 𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
− · · ·+ (−1)𝑚−1 𝑥2𝑚−1

(2𝑚− 1)!
+ 𝑟2𝑚(𝑥),

𝑟𝑛(𝑥) → 0 при 𝑛 → ∞, 𝑥 ∈ R. (5.3.7)

cos𝑥 = 1− 𝑥2

2!
+

𝑥4

4!
− · · ·+ (−1)𝑚

𝑥2𝑚

(2𝑚)!
+ 𝑟2𝑚(𝑥),

𝑟𝑛(𝑥) → 0 при 𝑛 → ∞, 𝑥 ∈ R. (5.3.8)

(1 + 𝑥)𝜇 = 1 +
𝜇𝑥

1!
+

𝜇(𝜇− 1)𝑥2

2!
+ · · ·+ 𝜇(𝜇− 1) . . . (𝜇− 𝑛+ 1)𝑥𝑛

𝑛!
+ 𝑟𝑛(𝑥),

𝑟𝑛(𝑥) → 0 при 𝑛 → ∞, |𝑥| < 1. (5.3.9)

ln(1 + 𝑥) = 𝑥− 𝑥2

2
+

𝑥3

3
− · · ·+ (−1)𝑛+1𝑥

𝑛

𝑛
+ 𝑟𝑛(𝑥),

𝑟𝑛(𝑥) → 0 при 𝑛 → ∞, |𝑥| < 1. (5.3.10)

Завдання до роздiлу
1. Перевiрити справедливiсть теореми Ролля для функцiї

𝑓(𝑥) = (𝑥+ 2)(𝑥− 4).

Обчислити границi, користуючись правилом Лопiталя:

2. lim
𝑥→1

𝑥3 + 3𝑥− 4

𝑥5 + 6𝑥2 − 𝑥− 1
. 3. lim

𝑥→−2

𝑥3 + 6𝑥2 − 16

𝑥4 + 5𝑥− 6
.

4. lim
𝑥→0

tg 𝑥− 𝑥

𝑥− sin𝑥
. 5. lim

𝑥→0

𝑥 ctg 𝑥− 1

𝑥2
.

6. lim
𝑥→0

(1− cos𝑥) ctg 𝑥. 7. lim
𝑥→1−0

ln𝑥 · ln(1− 𝑥).

8. lim
𝑥→1

(︂
1

𝑥− 1
− 1

ln𝑥

)︂
. 9. lim

𝑥→0

(︂
ctg 𝑥− 1

𝑥

)︂
.

10. lim
𝑥→1

(2− 𝑥)tg
𝜋𝑥
2 . 11. lim

𝑥→+∞

(︂
2

𝜋
arctg 𝑥

)︂𝑥

.

12. lim
𝑥→+0

(︂
ln

1

𝑥

)︂𝑥

. 13. lim
𝑥→+0

(sin𝑥)𝑥.
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14. Розкласти многочлен 𝑝(𝑥) = 2 + 2𝑥+ 3𝑥2 + 𝑥3 за степенями (𝑥+ 1).

Записати формулу Тейлора порядку 𝑛 в околi точки 𝑥0 для функцiй:

15. 𝑦 =
𝑥

𝑥2 − 1
, 𝑛 = 2, 𝑥0 = 2. 16. 𝑦 =

√
4𝑥+ 1, 𝑛 = 3, 𝑥0 = 2.

Записати формулу Маклорена 𝑛-го порядку для функцiй:

17. 𝑦 = arcsin𝑥, 𝑛 = 3. 18. 𝑦 = 𝑥2𝑒𝑥, 𝑛 = 3.
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Тема 6

Дослiдження функцiї

6.1. Ознака монотонностi функцiї
Теорема 11. Якщо функцiя 𝑓(𝑥) диференцiйовна на (𝑎, 𝑏) i 𝑓 ′(𝑥) > 0 (𝑓 ′(𝑥) < 0) на
(𝑎, 𝑏), то 𝑓(𝑥) зростає (спадає) на (𝑎, 𝑏).

Iнтервали, на яких функцiя зростає (спадає), називають iнтервалами монотонно-
стi функцiї.

П р и к л а д 1. Знайти iнтервали монотонностi функцiї 𝑦 =
𝑥

1 + 𝑥2
.

Р о з в ’ я з а н н я. Область визначення функцiї 𝐷𝑦 = (−∞,+∞).
Знаходимо похiдну функцiї:

𝑦′ =
(1 + 𝑥2)− 𝑥 · 2𝑥

(1 + 𝑥2)2
=

1− 𝑥2

(1 + 𝑥2)2
.

Визначаємо промiжки, на яких похiдна зберiгає знак:

𝑦′ =
1− 𝑥2

(1 + 𝑥2)2
> 0 ⇔ 1− 𝑥2 > 0 ⇔ −1 < 𝑥 < 1.

Отже, на промiжку (−∞,−1) 𝑓 ′(𝑥) < 0 — функцiя спадає, на промiжку (−1,+1) 𝑓 ′(𝑥) > 0 —
функцiя зростає, на промiжку (1,+∞) 𝑓 ′(𝑥) < 0 — функцiя спадає.

6.2. Локальнi екстремуми функцiї

Означення 35. Точку 𝑥0 називають точкою локального максимуму (мiнiмуму)
функцiї 𝑓(𝑥), якщо для всiх 𝑥 iз деякого 𝛿-околу1 точки 𝑥0 виконується нерiвнiсть
𝑓(𝑥) < 𝑓(𝑥0) (𝑓(𝑥) > 𝑓(𝑥0)).

Якiсний вигляд графiка неперервної функцiї в околi точки локального екстремуму
показано на прикладi функцiї 𝑦 = 𝑥|𝑥2 − 1|, її графiк подано на рис. 13. Точки з абсци-
сами 𝐴 та 𝐶 є точками максимуму цiєї функцiї, точки з абсцисами 𝐵 та 𝐷 — точками
мiнiмуму.

1Нагадаємо, що 𝛿-околом точки 𝑥0 називають iнтервал (𝑥0 − 𝛿, 𝑥0 + 𝛿), де 𝛿 — додатне число.
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Рис. 13

Точки максимуму i мiнiмуму називають точками екстремуму. Значення функцiї в
точках екстремуму називають екстремумами функцiї (максимумом i мiнiмумом фун-
кцiї).

Точки, в яких похiдна функцiї дорiвнює нулю або не iснує, називають критичними
точками.

Рис. 14

Як випливає з теореми Ферма, в точках екстремуму похiдна
функцiї або дорiвнює нулю, або не iснує. Вказана умова є лише
необхiдною умовою екстремуму: якщо в деякiй точцi похiдна
функцiї дорiвнює нулю (або не iснує), то ця точка може i не
бути точкою екстремуму. Наприклад, похiдна функцiї 𝑦 = 𝑥3

(рис. 14) обертається в нуль в точцi 𝑥 = 0, але ця точка не є
точкою екстремуму вказаної функцiї.

Наведемо достатнi умови екстремуму для функцiй, неперервних у критичних то-
чках.

Твердження 6.2. 1. (Перше правило ). Нехай функцiя 𝑓(𝑥) є диференцiйовною
в деякому 𝛿-околi точки 𝑥0 , за винятком, можливо, самої точки 𝑥0, i є неперервною
в цiй точцi. Якщо iз збiльшенням значень 𝑥 при переходi через точку 𝑥0 похiдна 𝑓 ′(𝑥)
змiнює знак, то 𝑥0 є точкою екстремуму функцiї 𝑓(𝑥). Якщо похiдна 𝑓 ′(𝑥) змiнює
знак з «+» на «−», то 𝑥0 — точка максимуму; якщо похiдна 𝑓 ′(𝑥) змiнює знак з «−»
на «+», то 𝑥0 — точка мiнiмуму. Якщо при переходi через точку 𝑥0 похiдна 𝑓 ′(𝑥)
зберiгає знак, то в точцi 𝑥0 функцiя 𝑓(𝑥) екстремуму не має.

Твердження 6.2. 2. (Друге правило ). Нехай функцiя 𝑓(𝑥) є диференцiйовною
в деякому околi точки 𝑥0 i в точцi 𝑥0 iснує друга похiдна 𝑓 ′′(𝑥0). Якщо 𝑓 ′(𝑥0) = 0, а
𝑓 ′′(𝑥0) ̸= 0, то 𝑥0 — точка екстремуму функцiї 𝑓(𝑥), а саме: якщо 𝑓 ′′(𝑥0) > 0, то 𝑥0

— точка мiнiмуму, якщо 𝑓 ′′(𝑥0) < 0, то 𝑥0 — точка максимуму.

Твердження 6.2. 3. (Третє правило ). Нехай функцiя 𝑓(𝑥) є
(𝑛 − 1) разiв диференцiйовною в деякому околi точки 𝑥0 i в точцi 𝑥0 iснує похiдна
𝑓 (𝑛)(𝑥0). Нехай виконуються умови

𝑓 ′(𝑥0) = 0, 𝑓 ′′(𝑥0) = 0, . . . , 𝑓 (𝑛−1)(𝑥0) = 0, 𝑓 (𝑛)(𝑥0) ̸= 0.

Тодi, якщо число 𝑛 — парне, то 𝑥0 — точка екстремуму функцiї 𝑓(𝑥), а саме: якщо
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𝑓 (𝑛)(𝑥0) > 0, то 𝑥0 — точка мiнiмуму; якщо 𝑓 (𝑛)(𝑥0) < 0, то 𝑥0 — точка максимуму.
Якщо ж 𝑛 — число непарне, то в точцi 𝑥0 функцiя 𝑓(𝑥) екстремуму не має.
П р и к л а д 1. Знайти екстремуми функцiї 𝑦 = 𝑥|𝑥2 − 1|.

Р о з в ’ я з а н н я. Задана функцiя визначена i неперервна на промiжку (−∞,+∞). Запи-
шемо подання заданої функцiї у виглядi

𝑦 =

⎧⎨⎩
𝑥(𝑥2 − 1), −∞ < 𝑥 6 −1;

−𝑥(𝑥2 − 1), −1 < 𝑥 6 1;
𝑥(𝑥2 − 1), 1 < 𝑥 < +∞.

На кожному з iнтервалiв (−∞,−1), (−1, 1), (1,+∞) функцiя є диференцiйовною. У точках
𝑥 = −1 i 𝑥 = 1 похiдна функцiї не iснує. Справдi, знаходимо, що

𝑦′ =

⎧⎨⎩
3𝑥2 − 1, −∞ < 𝑥 < −1;

−3𝑥2 + 1, −1 < 𝑥 < 1;
3𝑥2 − 1, 1 < 𝑥 < +∞.

Оскiльки в околi точки 𝑥 = −1 по рiзнi боки вiд цiєї точки функцiя 𝑦 та її похiдна 𝑦′ описуються
рiзними аналiтичними виразами, дослiдимо поведiнку похiдної 𝑦′ при 𝑥 → −1± 0. Знаходимо,
що lim

𝑥→−1−0
𝑦′ = lim

𝑥→−1−0
(3𝑥2 − 2) = 2, а lim

𝑥→−1+0
𝑦′ = lim

𝑥→−1+0
(−3𝑥2 + 1) = −2, на пiдставi чого

робимо висновок, що в точцi 𝑥 = −1 функцiя 𝑦 похiдної не має. Аналогiчними мiркуваннями
дiйдемо висновку, що задана функцiя не має похiдної i в точцi 𝑥 = 1.

Знайдемо стацiонарнi точки функцiї 𝑦. Розв’яжемо рiвняння 𝑦′ = 0: ±(3𝑥2 − 1) = 0. Його

коренями є 𝑥 = − 1√
3

та 𝑥 =
1√
3
.

Таким чином, ми встановили, що функцiя 𝑦 = 𝑥|𝑥2 − 1| має чотири критичнi точки 𝑥1 =

−1, 𝑥2 = − 1√
3
, 𝑥3 =

1√
3

i 𝑥 = 1. Цi точки, i тiльки вони, є пiдозрiлими на екстремум.

Звертаємо увагу, що дослiдити на екстремум критичнi точки 𝑥1 i 𝑥4 ми можемо тiльки за
першим правилом (похiдна функцiї, що дослiджується, в цих точках не iснує). До дослiдження
точок 𝑥2 i 𝑥3 можна залучити як перше, так i друге правило.

Вище ми з’ясували, що пiд час переходу через точку 𝑥 = −1 похiдна 𝑦′ змiнює знак з «+»
на «−», тобто 𝑦′(𝑥) > 0, коли 𝑥 ∈ (−1 − 𝛿,−1), i 𝑦′(𝑥) < 0, коли 𝑥 ∈ (−1,−1 + 𝛿); 𝛿 — досить
мале додатне число. За першим правилом знаходимо, що функцiя 𝑦(𝑥) в точцi 𝑥 = −1 має
максимум.

Аналогiчно можна показати, що 𝑦′(𝑥) < 0, коли 𝑥 ∈ (1−𝛿, 1), i 𝑦′(𝑥) > 0, коли 𝑥 ∈ (1, 1+𝛿),
тобто 𝑦′(𝑥) пiд час переходу через точку 𝑥 = 1 змiнює знак з «−» на «+». У точцi 𝑥 = 1
функцiя 𝑦(𝑥) має мiнiмум.

Дослiдимо на екстремум стацiонарнi точки 𝑥2 та 𝑥3. Знаходимо, що на промiжку (−1,+1)
друга похiдна має вигляд: 𝑦′′(𝑥) = −6𝑥. Оскiльки 𝑦′(𝑥2) = 0, 𝑦′′(𝑥2) > 0, то 𝑥2 — точка
мiнiмуму. Знаходимо, що в точцi 𝑥3 виконуються умови 𝑦′(𝑥3) = 0, 𝑦′′(𝑥3) < 0, тобто 𝑥3 —
точка максимуму.

П р и к л а д 2. Знайти екстремуми функцiї 𝑦 = 6𝑥4 − 𝑥6.

Р о з в ’ я з а н н я. Знаходимо критичнi точки функцiї. Функцiя є диференцiйовною у всiй
областi визначення 𝐷𝑦 = (−∞,+∞). Її похiдна має вигляд 𝑦′ = 24𝑥3 − 6𝑥5. Прирiвнюємо
похiдну до нуля i знаходимо стацiонарнi точки:

𝑦′ = 0 ⇔ 24𝑥3 − 6𝑥5 = 0 ⇔ 6𝑥3(4− 𝑥2) = 0 ⇔ 6𝑥3(2 + 𝑥)(2− 𝑥) = 0.

Стацiонарними точками функцiї 𝑦 є 𝑥1 = −2, 𝑥2 = 0, 𝑥3 = 2.
Знаходимо другу похiдну i обчислюємо її значення в стацiонарних точках:

𝑦′′ = 72𝑥2 − 30𝑥4, 𝑦′′(−2) = −192, 𝑦′′(0) = 0, 𝑦′′(2) = −192.
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Звiдси за другим правилом робимо висновок, що стацiонарнi точки 𝑥1 = −2 та 𝑥3 = 2 —
точки максимуму функцiї 𝑦. Стацiонарна точка 𝑥2 = 0 потребує додаткового дослiдження.
Знаходимо, що

𝑦′′′ = 144𝑥− 120𝑥3, 𝑦′′′(0) = 0, 𝑦IV = 144− 360𝑥2, 𝑦IV(0) = 144.

Оскiльки виконуються умови

𝑦′(0) = 0, 𝑦′′(0) = 0, 𝑦′′′(0) = 0, 𝑦IV ̸= 0,

на пiдставi третього правила робимо висновок, що точка 𝑥2 = 0 є точкою екстремуму (першою
вiдмiнною вiд нуля похiдною в точцi є похiдна парного порядку). Оскiльки 𝑦IV(0) = 144 > 0,
то 𝑥2 = 0 — точка мiнiмуму.

6.3. Найбiльше та найменше значення неперервної фун-
кцiї на вiдрiзку

Функцiя, неперервна на вiдрiзку, досягає свого найбiльшого та найменшого зна-
чень або в критичних точках, або на кiнцях вiдрiзка. Для вiдшукання найбiльшого та
найменшого значень неперервної функцiї на вiдрiзку знаходять похiдну функцiї. Далi
знаходять критичнi точки функцiї. Вибирають критичнi точки, що належать вiдрiз-
ку. Обчислюють значення функцiї у вибраних критичних точках i на кiнцях вiдрiзка.
Серед отриманих значень функцiї вибирають найбiльше та найменше значення.

П р и к л а д 1. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї 𝑦 = 𝑥 +
1

𝑥
на вiдрiзку

[0, 01; 10].

Р о з в ’ я з а н н я. Область визначення функцiї 𝐷𝑦 = (−∞, 0)
⋃︀
(0,+∞). Знаходимо крити-

чнi точки функцiї:

𝑦′ = 1− 1

𝑥2
= 0 ⇒ 𝑥1 = −1, 𝑥2 = 1.

Заданий промiжок [0, 01; 10] мiстить лише одну критичну точку 𝑥2 = 1. Обчислюємо значення
функцiї на кiнцях промiжку та в точцi 𝑥2:

𝑦(0, 01) = 0, 01 + 100 = 100, 01; 𝑦(1) = 2; 𝑦(10) = 10 + 0, 1 = 10, 1.

Отже, inf
[0,01; 10]

𝑦(𝑥) = 𝑦(1) = 2; sup
[0,01; 10]

𝑦(𝑥) = 𝑦(0, 01) = 100, 01.

6.4. Опуклiсть та увiгнутiсть графiка функцiї
Нехай функцiя 𝑦 = 𝑓(𝑥) диференцiйовна на (𝑎, 𝑏). Тодi в кожнiй точцi промiжку (𝑎, 𝑏)

iснує дотична до її графiка функцiї, i ця дотична не паралельна до осi 𝑂𝑦, оскiльки
похiдна 𝑦′(𝑥), 𝑥 ∈ (𝑎, 𝑏) — скiнченна.

Означення 36. Назвемо графiк функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥) опуклим на (𝑎, 𝑏), якщо вiн роз-
ташований нижче будь-якої дотичної до нього (рис. 15).

Рис. 15 Рис. 16
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Означення 37. Назвемо графiк функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥) увiгнутим на (𝑎, 𝑏), якщо вiн
розташований вище будь-якої дотичної до нього (рис. 16).

Теорема 12 (Ознака опуклостi, увiгнутостi графiка). Якщо функцiя 𝑦 = 𝑓(𝑥) має на
(𝑎, 𝑏) другу похiдну i 𝑓 ′′(𝑥) 6 0

(︁
𝑓 ′′(𝑥) > 0

)︁
, то графiк функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥) опуклий(︁

увiгнутий
)︁
.

Це правило досить просто запам’ятовується, рис. 17.

Рис. 17 . Знак 𝑦′′ та опуклiсть, увiгнутiсть графiка 𝑦.

Означення 38. Точку 𝑀(𝑥0, 𝑓(𝑥0)), в якiй графiк функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥) має дотичну
i в якiй вiдбувається змiна напряму опуклостi графiка, називають точкою перегину
графiка.

Якщо точка 𝑥0 є точкою перегину графiка функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥), то в точцi 𝑥0 друга
похiдна функцiї або дорiвнює нулю, або не iснує. В околi точки перегину по рiзнi боки
вiд неї графiк функцiї знаходиться по рiзнi боки вiд дотичної (рис. 18).

Рис.18

Якщо пiд час переходу через точку 𝑥0 друга похiдна змiнює знак, то 𝑥0 — точка
перегину.
П р и к л а д 1. Знайти точки перегину графiка функцiї 𝑦 = 𝑥3 − 6𝑥2 + 9𝑥− 5.

Р о з в ’ я з а н н я. Знаходимо другу похiдну функцiї: 𝑦′′ = 6𝑥−12. Знаходимо точки, в яких
друга похiдна дорiвнює нулю або не iснує. Для заданої функцiї такою є точка 𝑥 = 2: 𝑦′′(2) = 0.
Очевидно, що 𝑦′′(𝑥) пiд час переходу через цю точку змiнює знак. Отже, графiк функцiї зазнає
перегину в точцi 𝑥 = 2.

П р и к л а д 2. Знайти точки перегину графiка функцiї 𝑦 = 3
√
1− 𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я. Знаходимо другу похiдну заданої функцiї:

𝑦 = 3
√
1− 𝑥, 𝑦′ = − 1

3 3
√︀
(1− 𝑥)2

, 𝑦′′ = − 2

9 3
√︀
(1− 𝑥)5

.

Як бачимо, друга похiдна в нуль нiде не обертається, але в точцi 𝑥 = 1 вона не iснує. Неважко
бачити, що 𝑦′′(𝑥) < 0, коли 𝑥 < 1, i 𝑦′′(𝑥) > 0, коли 𝑥 > 1. Тобто 𝑥 = 1 — точка перегину
графiка заданої функцiї.

6.5. Асимптоти графiка функцiї
Асимптотою кривої 𝑦 = 𝑓(𝑥), що має нескiнченну гiлку, називають таку пряму, що

вiдстань точки 𝑀(𝑥, 𝑓(𝑥)) кривої до цiєї прямої прямує до нуля, коли точка 𝑀 рухається
вздовж гiлки кривої до нескiнченностi. Асимптоти бувають вертикальнi та похилi.
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Означення 39. Пряма 𝑥 = 𝑎 називається вертикальною асимптотою графiка
функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥), якщо хоча б одна iз одностороннiх границь lim

𝑥→𝑎−0
𝑓(𝑥) або lim

𝑥→𝑎+0
𝑓(𝑥)

дорiвнює −∞ або +∞.
П р и к л а д 1. Як приклад функцiї, що має
вертикальну асимптоту, розглянемо функцiю 𝑦 =
𝑒

1
𝑥 . Вона не визначена в точцi 𝑥 = 0. Знаходи-

мо, що lim
𝑥→−0

𝑒
1
𝑥 = 0, а lim

𝑥→+0
𝑒

1
𝑥 = +∞. Тобто пря-

ма 𝑥 = 0 (вiсь 𝑂𝑦) є вертикальною асимптотою
її графiка. Графiк функцiї 𝑦 = 𝑒

1
𝑥 зображено на

рис. 19. Коли 𝑥 → +0, точка (𝑥, 𝑒
1
𝑥 ) графiка руха-

ється вздовж правої гiлки кривої у безмежнiсть i
при цьому вiдстань точки кривої до прямої 𝑥 = 0
прямує до нуля. Рис. 19

Означення 40. Пряма 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏 називається похилою асимптотою графiка
функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥), якщо

𝑓(𝑥)− (𝑘𝑥+ 𝑏) → 0, коли 𝑥 → +∞ (𝑥 → −∞). (6.5.1)

З означення похилої асимптоти випливає, що пряма 𝑦 = 𝑘𝑥 + 𝑏 буде асимптотою
графiка функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥) тодi i тiльки тодi, коли iснують скiнченнi границi:

𝑘 = lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥)

𝑥
, (6.5.2)

𝑏 = lim
𝑥→∞

(𝑓(𝑥)− 𝑘𝑥). (6.5.3)

Вiдшукуючи величини 𝑘 i 𝑏, треба окремо розглянути випадки, коли 𝑥 → +∞ i коли
𝑥 → −∞. Якщо хоча б одна iз границь (6.5.2) або (6.5.3) при 𝑥 → +∞ (𝑥 → −∞) не
iснує або нескiнченна, то графiк функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥) при 𝑥 → +∞ (𝑥 → −∞) похилих
асимптот не має.
П р и к л а д 2. Знайдемо асимптоти графiка функцiї 𝑦 = 𝑥 arctg 𝑥. Функцiя є неперервною,
тому її графiк вертикальних асимптот не має.
Шукаємо похилi асимптоти. Розглянемо спочатку
границi (6.5.2) i (6.5.3) при 𝑥 → +∞:

𝑘 = lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→+∞

𝑥 arctg 𝑥

𝑥
=

𝜋

2
,

𝑏 = lim
𝑥→+∞

(𝑓(𝑥)− 𝑘𝑥) = lim
𝑥→+∞

(𝑥 arctg 𝑥− 𝜋

2
𝑥) =

= lim
𝑥→+∞

𝑥
(︁
arctg 𝑥− 𝜋

2

)︁
= lim

𝑥→+∞

arctg 𝑥− 𝜋

2
1

𝑥

=
Рис. 20

= lim
𝑥→+∞

1

1 + 𝑥2

− 1

𝑥2

= −1.

Отже, ми встановили, що крива 𝑦 = 𝑥 arctg 𝑥 при 𝑥 → +∞ має асимптоту

𝑦 =
𝜋

2
𝑥− 1.
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Перевiряємо наявнiсть асимптот при 𝑥 → −∞. Знаходимо

𝑘 = lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→−∞

𝑥 arctg 𝑥

𝑥
= −𝜋

2
,

𝑏 = lim
𝑥→−∞

(𝑓(𝑥)− 𝑘𝑥) = lim
𝑥→−∞

(𝑥 arctg 𝑥+
𝜋

2
𝑥) = −1.

Тобто графiк функцiї 𝑦 = 𝑥 arctg 𝑥 при 𝑥 → −∞ має асимптоту 𝑦 = −𝜋

𝑥
− 1. Графiк функцiї

та його асимптоти зображенi на рис. 20.

Окремий випадок похилої асимптоти — це горизонтальнi асимптоти, тобто асим-
птоти, що паралельнi осi 𝑂𝑥.

Якщо виявилось, що границя 𝑘 = lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 0 i при цьому iснує скiнченна границя

𝑏 = lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥), то пряма 𝑦 = 𝑏 — горизонтальна асимптота графiка функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥).
Якщо функцiя 𝑦 = 𝑓(𝑥) при 𝑥 → ∞ має скiнченну границю

𝑏 = lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥), то звiдси вже випливає, що lim
𝑥→∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 0 i що 𝑦 = 𝑏 — горизонталь-

на асимптота.
П р и к л а д 3. Очевидно, що функцiя 𝑦 = arctg 𝑥 при 𝑥 → ∞ має скiнченнi границi

lim
𝑥→+∞

arctg 𝑥 =
𝜋

2
, lim

𝑥→−∞
arctg 𝑥 = −𝜋

2
.

Звiдси робимо висновок, що пряма 𝑦 =
𝜋

2
є асимптотою графiка функцiї при 𝑥 → +∞, а при

𝑥 → −∞ асимптотою графiка функцiї є пряма 𝑦 = −𝜋

2
.

П р и к л а д 4. Неважко бачити, що функцiя 𝑦 = 𝑒
1
𝑥 (див. приклад 1 цього параграфа) має

при 𝑥 → ∞ асимптоту 𝑦 = 1, оскiльки lim
𝑥→∞

𝑒
1
𝑥 = 1. Графiк функцiї 𝑦 = 𝑒

1
𝑥 зображено на рис.

19.

6.6. Схема побудови графiка функцiї
Для побудови графiка функцiї можна рекомендувати таку схему дослiдження фун-

кцiї:

1. Вказати область визначення функцiї (її природну область iснування).

2. Визначити, чи є функцiя парною або непарною.

3. Визначити, чи є функцiя перiодичною.

4. Дослiдити функцiю на неперервнiсть, знайти точки розриву, якщо такi є, i вказати
їх характер.

5. Знайти промiжки монотонностi та екстремуми функцiї.

6. Визначити промiжки опуклостi та увiгнутостi графiка функцiї, знайти точки пе-
регину.

7. Знайти асимптоти графiка функцiї.

8. Звести усi данi до таблицi i побудувати ескiз графiка.
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П р и к л а д 1. Побудувати графiк функцiї 𝑦 =
𝑥2 − 2𝑥+ 2

𝑥− 1
.

Р о з в ’ я з а н н я.
1. Область визначення функцiї 𝐷𝑦 = (−∞, 1)

⋃︀
(1,+∞).

2. Функцiя нi парна, нi непарна.
3. Функцiя неперiодична.
4. Функцiя неперервна на кожному з промiжкiв (−∞, 1), (1,+∞). Точка 𝑥 = 1 — точка

розриву другого роду: lim
𝑥→1−0

𝑦 = −∞, lim
𝑥→1+0

𝑦 = +∞.

5. Визначаємо iнтервали монотонностi. Знаходимо похiдну:

𝑦′ =
(2𝑥− 2)(𝑥− 1)− (𝑥2 − 2𝑥+ 2)

(𝑥− 1)2
=

𝑥(𝑥− 2)

(𝑥− 1)2
.

Стацiонарнi точки функцiї 𝑥 = 0, 𝑥 = 2.
На промiжку (−∞, 0) 𝑦′ > 0 — функцiя зростає, при 𝑥 ∈ (0; 1) 𝑦′ < 0 — функцiя спадає.

На промiжку (1; 2) 𝑦′ < 0 — функцiя спадає, i на промiжку (2,+∞) 𝑦′ > 0 — функцiя зростає.
Точка 𝑥 = 0 — точка максимуму, 𝑥 = 2 — точка мiнiмуму.
6. Знаходимо другу похiдну:

𝑦′′ =
((𝑥− 2) + 𝑥)(𝑥− 1)2 − 𝑥(𝑥− 2)2(𝑥− 1)

(𝑥− 1)4
=

2

(𝑥− 1)3
.

Якщо 𝑥 < 1, то 𝑦′′(𝑥) < 0, тобто при 𝑥 < 1 графiк функцiї опуклий. При 𝑥 > 1 графiк
увiгнутий, оскiльки при 𝑥 > 1 𝑦′′(𝑥) > 0. Точок перегину графiк не має: хоча по рiзнi боки вiд
точки 𝑥 = 1 графiк має рiзнi напрями опуклостi, але в точцi 𝑥 = 1 графiк дотичної не має —
ця точка є точкою розриву.

7. Графiк функцiї має вертикальну асимптоту 𝑥 = 1, оскiльки в цiй точцi функцiя має
нескiнченнi одностороннi границi (див. пункт 4). Перевiряємо наявнiсть похилих асимптот,
знаходимо границi:

𝑘 = lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→+∞

𝑥2 − 2𝑥+ 2

𝑥(𝑥− 1)
= 1,

𝑏 = lim
𝑥→+∞

(𝑓(𝑥)− 𝑘𝑥) = lim
𝑥→+∞

(︂
𝑥2 − 2𝑥+ 2

𝑥− 1
− 𝑥

)︂
= lim

𝑥→+∞

−𝑥+ 2

𝑥− 1
= −1.

Отже, графiк має при 𝑥 → +∞ асимптоту 𝑦 = 𝑥− 1.
Неважко бачити, що

𝑘 = lim
𝑥→−∞

𝑓(𝑥)

𝑥
= 1, 𝑏 = lim

𝑥→−∞
(𝑓(𝑥)− 𝑘𝑥) = −1,

тобто пряма 𝑦 = 𝑥− 1 є асимптотою графiка i при 𝑥 → −∞.
8. Зводимо отриманi результати дослiдження у таблицю i будуємо графiк.

𝑥 0 1 2 — характернi точки;
𝑦 −2 @ 2 — значення функцiї, @ — не iснує;
𝑦′ + 0 − @ − 0 + — знак похiдної;
𝑦′′ − − − @ + + + — знак другої похiдної;

↗ max ↘ ↘ min ↗ ↗ — зростає, ↘ — спадає;
⌢ ⌢ ⌢ ⌣ ⌣ ⌣ ⌢ — опуклий, ⌣ — увiгнутий.

Графiк функцiї та його асимптоти зображенi на рис. 21.
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Рис. 21

6.7. Диференцiювання в Maple

6.7.1. Вiдшукання похiдних

Обчислення похiдних виразу expr за змiнною x здiйснюється командами diff(expr,x)
або Diff(expr,x).

Перейдемо до розгляду прикладiв.
П р и к л а д 1.
> restart;
Знайдемо похiдну вiд деякого виразу, скажiмо, 𝑥3 + ln𝑥:
> y:=x^3+ln(x);yd:=diff(y,x);

𝑦 := 𝑥3 + ln(𝑥)

𝑦𝑑 := 3𝑥2 +
1

𝑥

Задамо тепер функцiю 𝑓(𝑥) = 𝑥3 + ln𝑥:
> f:=x->x^3+ln(x);

𝑓 := 𝑥 ↦→𝑥3 + ln(𝑥)

Знайдемо похiдну функцiї 𝑓(𝑥):
> Diff(f(x),x)=diff(f(x),x);

𝑑

𝑑𝑥

(︀
𝑥3 + ln(𝑥)

)︀
= 3𝑥2 +

1

𝑥

Знайдемо похiдну, наприклад, 4-го порядку функцiї 𝑓(𝑥):
> Diff(f(x),x$4)=diff(f(x),x$4);

𝑑4

𝑑𝑥4

(︀
𝑥3 + ln(𝑥)

)︀
= − 6

𝑥4

Для вiдшукання похiдної функцiї (а не виразу) застосовується також диференцiальний
оператор D, i результатом дiї оператора буде також функцiя. Знайдемо похiдну визна-
ченої вище функцiї 𝑓(𝑥):
> fd:=D(f);

𝑓𝑑 := 𝑥 ↦→ 3 · 𝑥2 +
1

𝑥
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Для вiдшукання похiдних вищих порядкiв функцiї однiєї змiнної застосовується опе-
ратор D@@n, де n — порядок похiдної. Приклад:
> fd4:=(D@@4)(f);

𝑓𝑑4 := 𝑥 ↦→ −6

𝑥4

6.7.2. Похiдна параметрично заданої функцiї

Якщо функцiя 𝑦 змiнної 𝑥 задана параметрично{︂
𝑥 = 𝑥(𝑡),
𝑦 = 𝑦(𝑡),

то похiдну 𝑦′𝑥 знаходять за правилом

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑦′𝑡
𝑥′

𝑡

.

Цим же правилом користуються при обчисленнi похiдних вищих порядкiв:

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

(𝑦′𝑥)
′
𝑡

𝑥′
𝑡

.

П р и к л а д 2. .
> restart;
> y_x:=diff(y(t),t)/diff(x(t),t)

𝑦_𝑥 :=
𝑑
𝑑𝑡
𝑦(𝑡)

𝑑
𝑑𝑡
𝑥(𝑡)

> y_xx:=diff(y_x,t)/diff(x(t),t);

𝑦_𝑥𝑥 :=

𝑑2

𝑑𝑡2
𝑦(𝑡)

𝑑
𝑑𝑡
𝑥(𝑡)

− ( 𝑑
𝑑𝑡
𝑦(𝑡))

(︁
𝑑2

𝑑𝑡2
𝑥(𝑡)

)︁
( 𝑑
𝑑𝑡
𝑥(𝑡))2

𝑑
𝑑𝑡
𝑥(𝑡)

Знайдемо похiднi першого та другого порядку функцiї{︂
𝑥 = 𝑅 cos 𝑡,
𝑦 = 𝑅 sin 𝑡.

> x:=t->R*cos(t);y:=t->R*sin(t);

𝑥 := 𝑡 ↦→ 𝑅 · cos(𝑡)
𝑦 := 𝑡 ↦→ 𝑅 · sin(𝑡)

> y_x;

−cos(𝑡)

sin(𝑡)

> y_xx;

−
1 +

cos(𝑡)2

sin(𝑡)2

𝑅 sin(𝑡)

> simplify(%);

− 1

𝑅 sin(𝑡)3
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6.7.3. Похiдна функцiї, заданої неявно

Похiдна функцiї 𝑦(𝑥), заданої рiвнянням 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0, обчислюється функцiєю
implicitdiff(f, y, x).
П р и к л а д 3. Знайти похiдну функцiї 𝑦(𝑥), заданої рiвнянням 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2.

Р о з в ’ я з а н н я.
> restart ;
> f:=x^2+y^2=R^2;

𝑓 := 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2

> y_x:=implicitdiff(f,y,x);;
𝑦_𝑥 := −𝑥

𝑦

6.7.4. Похiдна степенево-показникового виразу

Вiдшукання похiдної степенево-показникового виразу 𝑢(𝑥)𝑣(𝑥) в Maple не потребує
попереднього логарифмування виразу i здiйснюється за загальним правилом:
> diff(u(x)^v(x),x);

𝑢(𝑥)𝑣(𝑥)

⎛⎜⎜⎝(︂ 𝑑

𝑑𝑥
𝑣(𝑥)

)︂
ln(𝑢(𝑥)) + 𝑣(𝑥)

(︂
𝑑

𝑑𝑥
𝑢(𝑥)

)︂
𝑢(𝑥)

⎞⎟⎟⎠
П р и к л а д 4. Знайти похiдну фнкцiї 𝑦 = 𝑥sin𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я.
> diff(x^sin(x),x);

𝑥sin(𝑥)

(︂
cos(𝑥) ln(𝑥) +

sin(𝑥)

𝑥

)︂

6.8. Дослiдження функцiї в Maple

6.8.1. Iнтервали монотонностi

Умовою монотонностi функцiї є збереження знаку її першої похiдної (див. Теорему 6,
с. 70).
П р и к л а д 1. Знайти iнтервали монотонностi функцiї 𝑦 =

𝑥

1 + 𝑥2
.

Р о з в ’ я з а н н я. Задамо функцiю

𝑓(𝑥) =
𝑥

1 + 𝑥2
,

i розв’яжемо нерiвнiсть 𝑓 ′(𝑥) > 0.
> restart;
> f:=x-> x/(1+x^2);

𝑓 := 𝑥 ↦→ 𝑥

1 + 𝑥2
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> fd:=D(f);

𝑓𝑑 := 𝑥 ↦→ 1

1 + 𝑥2
− 2𝑥2

(1 + 𝑥2)2

> solve(fd(x)>0);
(−1, 1)

Оскiльки функцiя визначена на всiй числовiй осi, робимо висновок;
на промiжку (−∞,−1) функцiя спадає;
на промiжку (−1, 1) функцiя зростає;
на промiжку (1,∞) функцiя спадає.

За докладнiшим аналiзом звернемося до «репетитора»2:

Рис. 22

Вiдкривається вiкно:
2Tutor — репетитор.
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Рис. 23

Задаємо «репетитору» функцiю та промiжок дослiдження, i вiн знаходить першу та
другу похiднi заданої функцiї i будує графiк функцiї i, за бажанням користувача, гра-
фiки похiдних. У якi вiконця вводити данi, видно з рис. 23: це вiконце «f(x)=» та вiконця
«a=» i «b=». Пiсля введення даних треба натиснути «Dispay» (на рис. 23 вiконце, обве-
дене синьою рамкою. Пiсля закриття вiкна «репетитора» графiк помiщається в робочий
листок.

Рис. 24

З графiкiв рис. 24 робимо висновок, що 𝑓 ′(𝑥) < 0 при −∞ < 𝑥 < −1 — функцiя спадає,
𝑓 ′(𝑥) > 0 при −1 < 𝑥 < −1 — функцiя зростає, 𝑓 ′(𝑥) < 0 при −1 < 𝑥 < ∞ — функцiя
спадає.

6.8.2. Локальнi екстремуми

В Maple для дослiдження функцiї на естремум є функцiя
extrema(expr, constraints, vars, ’s’),
де
expr — алгебраїчний вираз, що дослiджується,
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constraints — обмеження, у разi вiдсутностi обмежень вказують {},
vars — змiнна чи множина змiнних,
’s’ — iм’я змiнної, де будуть збереженi результати дослiдження.
Функцiя extrema знаходить стацiонарнi точки алгебраїчного виразу expr i обчислює
його значення в цих точках.
Приклад:
> extrema(abs(x^2-1),{},x,’s’);

1

> s;
{{𝑥 = 0}}

Покажемо, як можна знайти критичнi точки функцiї.

П р и к л а д 2. Знайти екстремуми функцiї 𝑓(𝑥) = |𝑥2 − 1|.

Р о з в ’ я з а н н я.
> restart;
Задаємо функцiю:
> f:=x->abs(x^2-1);

𝑓 := 𝑥 ↦→ |𝑥2 − 1|
Знаходимо стацiонарнi точки функцiї:
> fd:=D(f):solve(fd(x)=0)

0

Дослiджуємо першу похiдну на неперервнiсть:
> iscont(fd(x),x=-infinity..infinity);

𝑓𝑎𝑙𝑠𝑒

Знаходимо точки, в яких перша похiдна не iснує:
> discont(fd(x),x);

{−1, 1}
Знаходимо одностороннi границi першої похiдної в цих точках:
> limit(fd(x),x=-1,left);

−2

> limit(fd(x),x=-1,right);

2

> limit(fd(x),x=1,left);

−2

> limit(fd(x),x=1,right);

2
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Знаходимо другу похiдну i обчислюємо її значення в стацiонарнiй точцi 𝑥 = 0:
> fdd:=D(fd):fdd(0);

−2

Маємо такi висновки: критичними точками функцiї 𝑓(𝑥) є 𝑥 = −1, 𝑥 = 0, 𝑥 = 1. В
точцi 𝑥 = −1 𝑓 ′(𝑥) не iснує. При переходi цiєї точки 𝑓 ′(𝑥) змiнює знак з «−» на «+».
Точка 𝑥 = −1 є точкою мiнiмуму функцiї 𝑓(𝑥). В точцi 𝑥 = 0 виконуються умови: 𝑓 ′(0) =
0. 𝑓 ′′(0) < 0. Точка 𝑥 = 0 є точкою максимуму функцiї 𝑓)𝑥). I, нарештi, знаходимо, що
точка 𝑥 = 1 є точкою мiнiмуму: 𝑓 ′(1) не iснує, при переходi цiєї точки 𝑓 ′(𝑥) змiнює знак
з «−» на «+».

Зауважимо, що критичнi точки i точки екстремуму можна знайти функцiями
CriticalPoints i ExtremePoints пакету Student[Calculus1].

6.8.3. Найбiльше та найменше значення неперервної функцiї на
вiдрiзку

Функцiї maximize(expr,x=a..b,location) та minimize(f(x),x=a..b,location)
здiйснюють пошук найбiльшого та найменшого значень функцiї expr на вiдрiзку [𝑎, 𝑏],
необов’язковий параметр location дозволяє вивести iнформацiю про розташування то-
чок, де це найбiльше (найменше) значення досягається.

П р и к л а д 3. Знайти найбiльше та найменше значення функцiї 𝑓(𝑥) = |𝑥2 − 1| на
вiдрiзку [−2, 2].

Р о з в ’ я з а н н я.
> restart;
> f:=x->abs(x^2-1);

𝑓 := 𝑥 ↦→ |𝑥2 − 1|

> f(x);
|𝑥2 − 1|

> maximize(f(x),x=-2..2,location);

3, {[{𝑥 = −2}, 3], [{𝑥 = 2}, 3]}

> minimize(f(x),x=-2..2,location);

0, {[{𝑥 = −1}, 0], [{𝑥 = 1}, 0]}

Знайдемо найбiльше значення функцiї на вiдрiзку [−1, 1]:
> maximize(f(x),x=-1..1,location);

1, {[{𝑥 = 0}, 1]}

6.8.4. Опуклiсть та увiгнутiсть графiка функцiї

Промiжки опуклостi (увiгнутостi) графiка функцiї можна знайти як розв’язки не-
рiвностi 𝑓 ′′(𝑥) < 0 (𝑓 ′′(𝑥) > 0). Точки перегину графiка функцiї знаходимо як точки,
при переходi яких 𝑓 ′′(𝑥) змiнює знак.
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Точки перегину графiка функцiї можна знайти також за допомогою функцiї
InflectionPoints пакету Calculus1.

П р и к л а д 4. Знайти промiжки увiгнутостi та опуклостi та точки перегину графiка
функцiї 𝑦 = |𝑥2 − 1|.

Р о з в ’ я з а н н я.
> restart;
> f:=x->abs(x^2-1);

𝑓 := 𝑥 ↦→ |𝑥2 − 1|

> fd:=D(f):fdd:=D(fd):
> solve(fdd(x)>0);

(−∞,−1), (1,∞)

З отриманих результатiв маємо такi висновки: на кожному з промiжкiв (−∞. − 1),
(1,∞) графiк функцiї увiгнутий, на промiжку (−1, 1) графiк функцiї опуклий. Точками
перегину є точки (−1, 0) i (1, 0).
Знайдемо точки перегину функцiєю InflectionPoints:
> with(Student[Calculus1]):InflectionPoints(f(x));

[−1, 1]

Вiдповiдь отримана у виглядi списку, у якому перелiченi абсциси точок перегину. На-
прям опуклостi доведеться визначати додатково.

6.8.5. Асимтоти графiка функцiї

Пошук асимптот графiка функцiї здiйснюється функцiєю Asymptotes з пакету
Student[Calculus1].
Покажемо кiлька розглянутих вище (див. с. 75) прикладiв:
> with(Student[Calculus1]);
> Asymptotes(x*arctan(x),x);[︁

𝑦 = −𝜋𝑥

2
− 1, 𝑦 =

𝜋𝑥

2
− 1
]︁

> Asymptotes(exp(1/x),x);
[𝑦 = 1, 𝑥 = 0]

6.8.6. Аналiз графiка функцiї

Вважаємо за необхiдне звернути увагу читача на функцiю
Student[Calculus1][CurveAnalysisTutor]() — аналiз графiка функцiї. Викликати її
можна або через головне меню
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Рис. 25

aбо командою Student[Calculus1][CurveAnalysisTutor]() в програмi Maple. Пiсля
виконання цiєї команди з’явиться вiкно, в якому треба буде ввести функцiю i промiжок
дослiдження. Функцiю i промiжок можна вказати в командi. Наприклад:
> Student[Calculus1][CurveAnalysisTutor](abs(x^2-1), -2..2);

Рис. 26 Maplet-вiкно Curve Analysis

Лiва частина вiкна мiстить графiк дослiджуваної функцiї. Пiдграфiк функцiї на про-
мiжках увiгнутостi та опуклостi залитий рiзними кольорами. У правiй частинi вiкна
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розташована iнформацiя про дослiджувану функцiю та промiжок дослiдження. Нижче
iнформацiї про промiжок розташована табличка 4 × 2 позицiй активацiї дослiдження
властивостей функцiї. Кожна властивiсть може бути дослiджена за вибором користува-
ча. Нижче таблички розташоване вiконце, у якому пiсля натискання кнопки «Calculate»
з’являються результати дослiдження.

Звертаємо увагу, на рис. 26 показанi результати дослiдження функцiї 𝑓(𝑥) на ма-
ксимум на вiдрiзку [−2, 2]. Як точки локального максимуму вказанi абсциси точок −2.,
0 та 2.. Тобто серед точок локального екстремуму Maple вказує i точки так званого
кiнцевого естремуму3.

Пiсля натискання кнопки «Close» вiкно маплета закривається i в робочий листок
помiщається графiк дослiджуваної функцiї. Результати дослiджень при цьому не збе-
рiгаються.

Рис. 27

6.8.7. Побудова графiка функцiї

Явне задання функцiї

Побудова графiка функцiї в Maple здiйснюється функцiєю plot(f,x=x0..x1,opt),
де f — вираз вiд незалежної змiнної x, x — незалежна змiнна, x0, x1 — лiвий та правий
кiнцi промiжку, на якому будується графiк, opt — необов’язковi параметри, що визна-
чають тип графiка (вид координатних осей, колiр i товщину лiнiй, текстовi пояснення
на графiку тощо).

П р и к л а д 5. Побудувати графiк функцiї 𝑓(𝑥) =
sin𝑥

𝑥
.

Р о з в ’ я з а н н я.
> plot(sin(x)/x, x=-10..10);

3Означення кiнцевого екстремуму див., наприклад, в [?], c. 229.
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Рис. 28

П р и к л а д 6. Побудувати на однiй координатнiй площинi графiки функцiй 𝑓1(𝑥) =
1, 𝑓2(𝑥) = 𝑥, 𝑓3(𝑥) = 𝑥2.

Р о з в ’ я з а н н я.
> plot([1,x,x^2],x=-2..2);;

Рис. 29
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Параметричне задання функцiї

П р и к л а д 7. Побудувати графiк параметрично заданої функцiї
{︂

𝑥 = cos3 𝑡
𝑦 = sin3 𝑡

Р о з в ’ я з а н н я.
> plot([cos(t)^3,sin(t)^3,t=0..2*Pi],x=-1..1);

Рис. 30

П р и к л а д 8. Побудувати на однiй координатнiй площинi графiки параметрично

заданих функцiй
{︂

𝑥 = 2 cos3 𝑡
𝑦 = sin3 𝑡

та
{︂

𝑥 = cos 𝑡
𝑦 = sin 𝑡

.

Р о з в ’ я з а н н я.
> plot([[2*cos(t), sin(t), t = 0 .. 2*Pi], [cos(t), sin(t), t = 0 .. 2*Pi]],

color = [blue, green],scaling=constrained);

Рис. 31

Параметр scaling=constrained команди plot задає однаковi масштаби по координа-
тним осям графiка. Без задання цього параметра у цьому прикладi Maple зображує
елiпс як круг радiуса 2:

Рис. 32
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Побудова лiнiй в полярнiй системi координат

Найбiльш важливою пiсля прямокутної системи координат є полярна система ко-
ординат. Вона складається з деякої точки 𝑂, яка називається полюсом, i полярної осi
— променя 𝑂𝐸, що виходить з полюса. Окрiм того задається одиниця масштабу для
вимiрювання вiдстанi.

Нехай 𝑀 — довiльна точка площини. Вiдстань точки 𝑀 до точки 𝑂 позначимо через
𝜌, кут, на який треба повернути вiсь 𝑂𝐸, щоб вона пройшла через точку 𝑀 , позначимо
через 𝜙 (рис. 33).

Полярними координатами точки 𝑀 називаються числа 𝜌 i 𝜙. При цьому число 𝜌
вважається першою координатою i називається полярним радiусом, число 𝜙 — другою
координатою i називається полярним кутом.

Рис. 33 Рис. 34

Точка з полярними координатами 𝜌 i 𝜙 позначається так: 𝑀(𝜌, 𝜙). Очевидно, що
полярний радiус може набувати будь-яких невiд’ємних значень; 0 6 𝜌 < ∞. Зазвичай
вважається, що полярний кут змiнюється в межах 0 6 𝜙 < 2𝜋. Але у деяких випадках
доводиться розглядати кути, бiльшi 2𝜋, а також вiд’ємнi кути, тобто кути що вiдлiко-
вуються вiд полярної осi за годинниковою стрiлкою.

Встановимо зв’язок мiж полярними координатами точки 𝑀 та її прямокутними ко-
ординатами. При цьому вважатимемо, що полюс знаходиться на початку прямокутної
системи координат, а полярна вiсь — це додатна пiввiсь абсцис. Тодi зв’язок мiж пря-
мокутними координатами точки 𝑀(𝑥, 𝑦) та її полярними координатами (рис. 34) має
вигляд: {︂

𝑥 = 𝜌 cos𝜙,
𝑦 = 𝜌 sin𝜙.

Виразимо полярнi координати точки 𝑀 через її прямокутнi координати:

𝜌 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2, tg𝜙 =

𝑦

𝑥
.

Для побудови кривої 𝜌(𝜙) необхiдно визначити межi змiни параметра 𝜙. Їх знаходять
як розв’язки нерiвностi 𝜌(𝜙) > 0.
П р и к л а д 9. Побудувати криву, задану в полярнiй системi координат рiвнянням
𝜌 = 1 + cos𝜙.

Р о з в ’ я з а н н я. Знаходимо межi змiни 𝜙. Очевидно, що в даному прикладi 0 6
𝜙 6 2𝜋. Будуємо криву:
> plot([1+cos(t),t,t=0..2*Pi],coords=polar);
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Рис. 35

Зуваження. При побудовi кривих в полярнiй системi координат Maple не вiдслiдковує
невiд’ємнiсть полярного радiуса. Графiк кривої 𝜌 = 𝜌(𝜙) в полярнiй системi координат
Maple будує як криву, задану в параметричному виглядi{︂

𝑥 = 𝜌(𝑡) cos 𝑡,
𝑦 = 𝜌(𝑡) sin 𝑡.

Наприклад:
> plot([cos(2*t),t,t=0..2*Pi],coords=polar);

Рис. 36

> plot([cos(2*t)*cos(t),cos(2*t)*sin(t),t=0..2*Pi],color=green);

Рис. 37
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З урахуванням нерiвностi 𝜌(𝑡) = cos 2𝑡 > 0 маємо таку лiнiю:
> plot([[cos(2*t),t,t=-Pi/4..Pi/4],[cos(2*t),t,t=3*Pi/4..5*Pi/4]],
coords=polar,scaling=constrained,color=black);

Рис. 38

Неявне задання фунцiї

П р и к л а д 10. Побудувати графiк фуцнкцiї, заданої рiвнянням 4𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑦2 = 4.

Р о з в ’ я з а н н я. Маємо випадок неявного задання функцiї. Графiк неявної фун-
кцiї будується функцiєю implicitplot(expr, x=a..b, y=c(x)..d(x), options) з па-
кету plots. Пiдключаємо пакет i будуємо графiк:
> with(plots);
> implicitplot(4*x^2+2*x*y+y^2=4,x=-2..2,y=-3..3,scaling=constrained);

Рис. 39

П р и к л а д 11. Побудувати гiперболу

𝑥2

16
− 𝑦2

9
= 1

та її асимптоти.

Р о з в ’ я з а н н я. Асимптотами заданої гiперболи є прямi 𝑦 = ±3

4
𝑥. Будуємо три

лiнiї на одному графiку:
> implicitplot([y=3*x/4,y=-3*x/4,x^2/16-y^2/9=1],x=-20..20,y=-15..15,
scaling=constrained);
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Рис. 40

Завдання до роздiлу
Визначити iнтервали монотонностi та точки екстремуму функцiї:

1. 𝑓(𝑥) = 𝑥2 3
√
6𝑥− 7.

2. 𝑓(𝑥) =
(𝑥− 1)3

(𝑥− 2)2
.

3. 𝑓(𝑥) =
3

𝑥
− 6

𝑥3
.

4. 𝑓(𝑥) =
𝑥3

(2− 𝑥)2
.

Визначити напрям опуклостi графiка функцiї та знайти точки перегину:

5. 𝑓(𝑥) = (𝑥− 3)(𝑥− 5)2.

6. 𝑓(𝑥) = 𝑒2𝑥−𝑥2 .

7. 𝑓(𝑥) = 3𝑥4 + 6𝑥2.

8. 𝑓(𝑥) = (𝑥+ 1)𝑒𝑥.

Знайти найбiльше та найменше значення функцiї на вказаному промiжку:

9. 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 6𝑥2 + 9𝑥, 𝑥 ∈ [2; 4].

10. 𝑓(𝑥) = 4
√
𝑥− 𝑥− 5, 𝑥 ∈ [0; 9].

11. 𝑓(𝑥) = 10− 2𝑥2 − 108

𝑥
, 𝑥 ∈ [1; 5].

12. 𝑓(𝑥) =
𝑥

𝑥2 + 4𝑥+ 9
, 𝑥 ∈ [0; 4].

Провести повне дослiдження функцiї та побудувати її графiк:

13. 𝑦 =
𝑥

𝑥2 − 4
. 14. 𝑦 =

𝑥4

4
+ 𝑥3.

15. 𝑦 =
2𝑥2

𝑥+ 1
. 16. 𝑦 = 𝑥𝑒−𝑥.
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Тема 7

Невизначений iнтеграл

7.1. Первiсна

Означення 41. Функцiя 𝐹 (𝑥) називається первiсною функцiї 𝑓(𝑥) на деякому
промiжку, якщо

𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥)

для всiх 𝑥 iз цього промiжку.

П р и к л а д 1. Функцiя 𝐹 (𝑥) = sin𝑥 є первiсною функцiї 𝑓(𝑥) = cos𝑥, оскiльки (sin𝑥)′ =
cos𝑥.

П р и к л а д 2. Функцiя 𝐹 (𝑥) = arctg 𝑥 є первiсною функцiї 𝑓(𝑥) =
1

1 + 𝑥2
, оскiльки (arctg 𝑥)′ =

=
1

1 + 𝑥2
.

За наслiдками iз теореми Лагранжа маємо:
1. Якщо функцiя 𝐹 (𝑥) має похiдну, рiвну нулю, 𝐹 ′(𝑥) = 0, то 𝐹 (𝑥) = 𝐶 = const;
2. Якщо 𝐹 (𝑥) i Φ(𝑥) — рiзнi первiснi функцiї 𝑓(𝑥), то 𝐹 (𝑥) − Φ(𝑥) = 𝐶, тобто двi

рiзнi первiснi однiєї функцiї вiдрiзняються на сталу величину.

7.2. Невизначений iнтеграл
Нехай 𝐹 (𝑥) — яка-небудь первiсна функцiї 𝑓(𝑥), тодi множина функцiй 𝐹 (𝑥)+𝐶, де

𝐶 — довiльна стала, являє собою сукупнiсть усiх первiсних функцiї 𝑓(𝑥).

Означення 42. Сукупнiсть первiсних функцiї 𝑓(𝑥) називають невизначеним iн-

тегралом вiд функцiї 𝑓(𝑥) i позначають символом
∫︁
𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

У виразi
∫︁
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 символ «

∫︁
» називають знаком iнтеграла, функцiю 𝑓(𝑥) назива-

ють пiдiнтегральною функцiєю, вираз 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 — пiдiнтегральним виразом, змiнну 𝑥 —
змiнною iнтегрування.

Якщо 𝐹 (𝑥) яка-небудь первiсна функцiї 𝑓(𝑥), то∫︁
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑥) + 𝐶,

де 𝐶 —довiльна стала.
Операцiю вiдшукання первiсної 𝐹 (𝑥) для заданої функцiї 𝑓(𝑥), тобто вiдшукання

функцiї 𝐹 (𝑥) за її вiдомою похiдною 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥), називають iнтегруванням функцiї
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𝑓(𝑥). Операцiя iнтегрування є оберненою до операцiї диференцiювання. Щоб переко-
натися, що iнтегрування проведено правильно, достатньо взяти похiдну вiд результату
iнтегрування i отримати пiдiнтегральну функцiю.

П р и к л а д 1. Перевiрити, що
∫︁

1

𝑥
𝑑𝑥 = ln |𝑥|+ 𝐶.

Р о з в ’ я з а н н я. Вiзьмемо похiдну вiд функцiї ln |𝑥|+ 𝐶. Вона визначена при всiх 𝑥 ̸= 0.

Якщо 𝑥 > 0, то ln |𝑥| = ln𝑥 i (ln𝑥+𝐶)′ =
1

𝑥
. При 𝑥 < 0 маємо: ln |𝑥| = ln(−𝑥) i (ln(−𝑥)+𝐶)′ =

1

−𝑥
· (−1) =

1

𝑥
. Як бачимо, (ln |𝑥| + 𝐶)′ =

1

𝑥
, тобто функцiя 𝐹 (𝑥) = ln |𝑥| є первiсною для

функцiї 𝑓(𝑥) =
1

𝑥
, а значить, рiвнiсть

∫︁
1

𝑥
𝑑𝑥 = ln |𝑥|+ 𝐶 — вiрна.

Вiдповiдь на питання, для яких функцiй iснує первiсна, дає така

Теорема 13. Якщо функцiя неперервна на промiжку (𝑎, 𝑏), то на цьому промiжку
для неї iснує первiсна та невизначений iнтеграл.

7.3. Властивостi невизначеного iнтеграла
Безпосередньо з означення невизначеного iнтеграла випливають такi його власти-

востi:

1. Похiдна невизначеного iнтеграла дорiвнює пiдiнтегральнiй функцiї; диференцiал
невизначеного iнтеграла дорiвнює пiдiнтегральному виразу, тобто(︂∫︁

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

)︂′

= 𝑓(𝑥), 𝑑

∫︁
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

2. Невизначений iнтеграл вiд диференцiала деякої функцiї дорiвнює сумi цiєї функцiї
i довiльної сталої, тобто ∫︁

𝑑𝐹 (𝑥) = 𝐹 (𝑥) + 𝐶.

3. Сталий множник можна винести з-пiд знака iнтеграла, тобто якщо 𝑘 = const ̸=
0, то ∫︁

𝑘𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑘

∫︁
𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

4. Нехай функцiї 𝑓(𝑥) i 𝑔(𝑥) мають на деякому промiжку первiснi, тодi на цьому
промiжку iснує первiсна функцiї 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) i∫︁

(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥))𝑑𝑥 =

∫︁
𝑓(𝑥)𝑑𝑥+

∫︁
𝑔(𝑥)𝑑𝑥.

7.4. Таблиця iнтегралiв
Наведенi нижче невизначенi iнтеграли називають табличними iнтегралами. Бiль-

шiсть iз них отриманi на пiдставi вiдомої таблицi похiдних. У справедливостi наведених
рiвностей досить легко переконатись диференцiюванням.

1.
∫︁

𝑑𝑥 = 𝑥+ 𝐶.
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2.
∫︁

𝑥𝛼𝑑𝑥 =
𝑥𝛼+1

𝛼 + 1
+ 𝐶, 𝛼 ̸= −1.

3.
∫︁

1

𝑥
𝑑𝑥 = ln |𝑥|+ 𝐶.

4.
∫︁

𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥 + 𝐶.

5.
∫︁

𝑎𝑥 𝑑𝑥 =
𝑎𝑥

ln 𝑎
, 𝑎 > 0, 𝑎 ̸= 1.

6.
∫︁

sin𝑥 𝑑𝑥 = − cos𝑥+ 𝐶.

7.
∫︁

cos𝑥 𝑑𝑥 = sin𝑥+ 𝐶.

8.
∫︁

1

cos2 𝑥
𝑑𝑥 = tg 𝑥+ 𝐶.

9.
∫︁

1

sin2 𝑥
𝑑𝑥 = − ctg 𝑥+ 𝐶.

10.
∫︁

1

1 + 𝑥2
𝑑𝑥 = arctg 𝑥+ 𝐶 = − arcctg 𝑥+ 𝐶.

11.
∫︁

1

𝑎2 + 𝑥2
𝑑𝑥 =

1

𝑎
arctg

𝑥

𝑎
+ 𝐶.

12.
∫︁

1√
1− 𝑥2

𝑑𝑥 = arcsin𝑥+ 𝐶 = − arccos𝑥+ 𝐶.

13.
∫︁

1√
𝑎2 − 𝑥2

𝑑𝑥 = arcsin
𝑥

𝑎
+ 𝐶.

14.
∫︁

1

𝑥2 − 𝑎2
𝑑𝑥 =

1

2𝑎
ln

⃒⃒⃒⃒
𝑥− 𝑎

𝑥+ 𝑎

⃒⃒⃒⃒
+ 𝐶.

15.
∫︁

1√
𝑥2 ± 𝑎2

𝑑𝑥 = ln
⃒⃒⃒
𝑥+

√
𝑥2 ± 𝑎2

⃒⃒⃒
+ 𝐶.

7.5. Основнi методи iнтегрування

7.5.1. Безпосереднє iнтегрування

Пiд безпосереднiм iнтегруванням розумiють iнтегрування з використанням табли-
чних iнтегралiв i властивостей невизначеного iнтеграла.

П р и к л а д 1.
∫︁ (︂

𝑥2 + 2 sin𝑥+
5

𝑥2 + 1
− 1

𝑥

)︂
𝑑𝑥 =

∫︁
𝑥2 𝑑𝑥 + 2

∫︁
sin𝑥 𝑑𝑥 +

+ 5

∫︁
1

1 + 𝑥2
𝑑𝑥−

∫︁
1

𝑥
𝑑𝑥 =

𝑥3

3
− 2 cos𝑥+ 5arctg 𝑥− ln |𝑥|+ 𝐶.

П р и к л а д 2.
∫︁

𝑥2

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 =

∫︁
𝑥2 + 1− 1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 =

∫︁ (︂
1− 1

𝑥2 + 1

)︂
𝑑𝑥 =

= 𝑥− arctg 𝑥+ 𝐶.
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П р и к л а д 3.
∫︁

tg2 𝑥 𝑑𝑥 =

∫︁
sin2 𝑥

cos2 𝑥
𝑑𝑥 =

∫︁
1− cos2 𝑥

cos2 𝑥
𝑑𝑥 =

∫︁ (︂
1

cos2 𝑥
− 1

)︂
𝑑𝑥 =

= tg 𝑥− 𝑥+ 𝐶.

7.5.2. Метод пiдстановки

Метод пiдстановки, або метод замiни змiнної, полягає в тому, що в iнтегралi
∫︁

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

покладають 𝑥 = 𝜙(𝑡), де 𝜙(𝑡) — деяка диференцiйовна функцiя:∫︁
𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

{︂
𝑥 = 𝜙(𝑡)
𝑑𝑥 = 𝜙′(𝑡)𝑑𝑡

}︂
=

∫︁
𝑓(𝜙(𝑡))𝜙′(𝑡)𝑑𝑡. (7.5.1)

Функцiю 𝜙(𝑡) пiдбирають так, щоб у результатi замiни отримати iнтеграл, який уже
можна знайти безпосереднiм iнтегруванням.

Правомiрнiсть такого прийому знаходження первiсної обґрунтовується вiдомою те-
оремою (див., наприклад, [?], c. 384–385):

Теорема 14. Нехай функцiї 𝑓(𝑥) i 𝜙(𝑡) визначенi на промiжках 𝑋 i 𝑇 вiдповiдно,
𝜙(𝑇 ) ⊂ 𝑋, функцiя 𝜙(𝑡) неперервна на 𝑇 i диференцiйовна у внутрiшнiх точках про-

мiжку 𝑇 . Тодi, якщо функцiя 𝑓(𝑥) має на 𝑋 первiсну 𝐹 (𝑥), тобто
∫︁

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑥)+𝐶,

то функцiя 𝑓 (𝜙(𝑡))𝜙′(𝑡) має на 𝑇 первiсну 𝐹 (𝜙(𝑡)), тобто∫︁
𝑓 (𝜙(𝑡))𝜙′(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐹 (𝜙(𝑡)) + 𝐶. (7.5.2)

Формулу (7.5.2), записану у виглядi (7.5.1), називають формулою iнтегрування за-
мiною змiнної.

П р и к л а д 4.
∫︁

cos(3𝑥+ 1)𝑑𝑥 =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
3𝑥+ 1 = 𝑡

𝑥 =
𝑡− 1

3

𝑑𝑥 =
𝑑𝑡

3

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ =

∫︁
cos 𝑡

𝑑𝑡

3
=

1

3
sin 𝑡+ 𝐶 =

=
1

3
sin(3𝑥+ 1) + 𝐶.

Неважко узагальнити результати цього прикладу i подати їх у виглядi твердження:
Твердження 7.5. 1. Якщо∫︁

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑥) + 𝐶, то
∫︁

𝑓(𝑎𝑥+ 𝑏)𝑑𝑥 =
1

𝑎
𝐹 (𝑎𝑥+ 𝑏) + 𝐶.

Формулу (7.5.2), записану у виглядi∫︁
𝑓(𝜙(𝑥))𝜙′(𝑥)𝑑𝑥 =

{︂
𝜙(𝑥) = 𝑡
𝜙′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑𝑡

}︂
=

∫︁
𝑓(𝑡)𝑑𝑡, (7.5.3)

називають формулою iнтегрування пiдстановкою. Перетворення частини пiдiнтеграль-
ного виразу 𝜙′(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑑(𝜙(𝑥)) = 𝑑𝑡 називають внесенням пiд знак диференцiала.

П р и к л а д 5.
∫︁

1

𝑥 ln𝑥
𝑑𝑥 =

∫︁
1

ln𝑥
· 𝑑𝑥
𝑥

=

{︃
ln𝑥 = 𝑡
𝑑𝑥

𝑥
= 𝑑𝑡

}︃
=

∫︁
1

𝑡
𝑑𝑡 = ln |𝑡|+ 𝐶 =

= ln |ln𝑥|+ 𝐶.

97



П р и к л а д 6.
∫︁

𝑓 ′(𝑥)

𝑓(𝑥)
𝑑𝑥 =

∫︁
𝑑𝑓(𝑥)

𝑓(𝑥)
= ln |𝑓(𝑥)|+ 𝐶. Зокрема,

∫︁
tg(𝑥) 𝑑𝑥 =

=

∫︁
sin𝑥

cos𝑥
𝑑𝑥 = −

∫︁
𝑑(cos𝑥)

cos𝑥
= − ln | cos𝑥|+ 𝐶.

Питання, яку замiну змiнних вибрати для спрощення iнтеграла, вирiшується у ко-
жному випадку окремо. Детальний аналiз прикладiв вибору замiни змiнних у залежно-
стi вiд типу пiдiнтегральної функцiї буде проведено нижче.

7.5.3. Iнтегрування частинами

Нехай 𝑢 та 𝑣 — диференцiйовнi функцiї. За вiдомою формулою диференцiального
числення можемо записати:

𝑑(𝑢 · 𝑣) = 𝑣𝑑𝑢+ 𝑢𝑑𝑣.

Проiнтегруємо цю рiвнiсть: ∫︁
𝑑(𝑢𝑣) =

∫︁
𝑣𝑑𝑢+

∫︁
𝑢𝑑𝑣.

Враховуючи, що
∫︀
𝑑(𝑢𝑣) = 𝑢𝑣 + 𝐶, отримаємо формулу∫︁

𝑢𝑑𝑣 = 𝑢𝑣 −
∫︁

𝑣𝑑𝑢. (7.5.4)

Формулу (7.5.4) називають формулою iнтегрування частинами.
Наведемо основнi типи iнтегралiв, якi знаходять iнтегруванням частинами.
1. Iнтеграли виду

∫︀
𝑃𝑛(𝑥)𝑒

𝑎𝑥 𝑑𝑥,
∫︀
𝑃𝑛(𝑥) cos 𝑎𝑥 𝑑𝑥,

∫︀
𝑃𝑛(𝑥) sin 𝑏𝑥 𝑑𝑥, де 𝑃𝑛(𝑥) —

алгебраїчний многочлен.
У цьому випадку покладають 𝑢 = 𝑃𝑛(𝑥), через 𝑑𝑣 позначають ту частину пiдiнте-

грального виразу, що залишилася.
П р и к л а д 7. Знайти

∫︀
𝑥𝑒𝑥 𝑑𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я. Покладемо 𝑢 = 𝑥, 𝑑𝑣 = 𝑒𝑥 𝑑𝑥. Тодi 𝑑𝑢 = 𝑑𝑥, а 𝑣 =
∫︀
𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑒𝑥. Застосу-

ємо формулу (7.5.4): ∫︁
𝑥⏟ ⏞ 
𝑢

𝑒𝑥 𝑑𝑥⏟  ⏞  
𝑑𝑣

= 𝑥⏟ ⏞ 
𝑢

𝑒𝑥⏟ ⏞ 
𝑣

−
∫︁

𝑒𝑥⏟ ⏞ 
𝑣

𝑑𝑥⏟ ⏞ 
𝑑𝑢

= 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝐶.

Домовимось надалi записувати вирази для 𝑢 i 𝑑𝑣 та вирази для 𝑑𝑢 i 𝑣 у фiгурних дужках мiж
знаками рiвностi:∫︁

𝑥𝑒𝑥 𝑑𝑥 =

{︂
𝑢 = 𝑥, 𝑑𝑣 = 𝑒𝑥 𝑑𝑥,
𝑑𝑢 = 𝑑𝑥, 𝑣 = 𝑒𝑥.

}︂
= 𝑥𝑒𝑥 −

∫︁
𝑒𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 𝐶.

Якщо степiнь многочлена 𝑃𝑛(𝑥) вищий одиницi, то формулу iнтегрування частинами
застосовують повторно.
П р и к л а д 8. Знайти

∫︀
(𝑥2 + 1) sin𝑥 𝑑𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я. Застосуємо формулу iнтегрування частинами:∫︁
(𝑥2 + 1) sin𝑥 𝑑𝑥 =

{︂
𝑢 = 𝑥2 + 1, 𝑑𝑣 = sin𝑥,
𝑑𝑢 = 2𝑥 𝑑𝑥, 𝑣 = − cos𝑥.

}︂
= −(𝑥2 + 1) cos𝑥+

∫︁
𝑥 cos𝑥 𝑑𝑥.
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Отриманий iнтеграл
∫︀
𝑥 cos𝑥 𝑑𝑥 має простiший вигляд, нiж заданий iнтеграл. Застосовуємо

iнтегрування частинами ще раз:∫︁
𝑥 cos𝑥 𝑑𝑥 =

{︂
𝑢 = 𝑥, 𝑑𝑣 = cos𝑥,
𝑑𝑢 = 𝑑𝑥, 𝑣 = sin𝑥

}︂
= 𝑥 sin𝑥−

∫︁
sin𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥 sin𝑥+ cos𝑥+ 𝐶.

Запишемо остаточний результат:∫︁
(𝑥2 + 1) sin𝑥 𝑑𝑥 = −(𝑥2 + 1) cos𝑥+ 2(𝑥 sin𝑥+ cos𝑥) + 𝐶.

2. Iнтеграли виду
∫︀
𝑃𝑛(𝑥) arctg 𝑎𝑥 𝑑𝑥,

∫︀
𝑃𝑛(𝑥) arcctg 𝑎𝑥 𝑑𝑥,∫︀

𝑃𝑛(𝑥) arcsin 𝑎𝑥 𝑑𝑥,
∫︀
𝑃𝑛(𝑥) arccos 𝑎𝑥 𝑑𝑥, де 𝑃𝑛(𝑥) — алгебраїчний многочлен.

У цьому випадку за 𝑢 вибирають обернену тригонометричну функцiю.
П р и к л а д 9. Знайти

∫︀
𝑥 arctg 𝑥 𝑑𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я.∫︁
𝑥 arctg 𝑥 𝑑𝑥 =

⎧⎨⎩ 𝑢 = arctg 𝑥, 𝑑𝑣 = 𝑥 𝑑𝑥

𝑑𝑢 =
𝑑𝑥

1 + 𝑥2
, 𝑣 =

𝑥2

2

⎫⎬⎭ =
𝑥2

2
arctg 𝑥− 1

2

∫︁
𝑥2

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 =

=
𝑥2

2
arctg 𝑥− 1

2

∫︁
𝑥2 + 1− 1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 =

𝑥2

2
arctg 𝑥− 1

2

∫︁ (︂
1− 1

𝑥2 + 1

)︂
𝑑𝑥 =

=
𝑥2

2
arctg 𝑥− 1

2
(𝑥− arctg 𝑥) + 𝐶.

3. Iнтеграли виду
∫︀
𝑃𝑛(𝑥) ln

𝑚 𝑥 𝑑𝑥, де 𝑃𝑛(𝑥) — алгебраїчний многочлен, 𝑚 ∈
N.

У цьому випадку покладають 𝑢 = ln𝑚 𝑥.
П р и к л а д 10.∫︁

𝑥2 ln𝑥 𝑑𝑥 =

⎧⎨⎩ 𝑢 = ln𝑥, 𝑑𝑣 = 𝑥2 𝑑𝑥,

𝑑𝑢 =
𝑑𝑥

𝑥
, 𝑣 =

𝑥3

3
.

⎫⎬⎭ =
𝑥3

3
ln𝑥− 1

3

∫︁
𝑥3

𝑥
𝑑𝑥 = =

𝑥3

3
ln𝑥− 𝑥3

9
+ 𝐶.

4. Iнтеграли виду
∫︀
𝑒𝑎𝑥 cos 𝑏𝑥 𝑑𝑥,

∫︀
𝑒𝑎𝑥 sin 𝑏𝑥 𝑑𝑥.

Цi iнтеграли беруть двiчi частинами, вибираючи щоразу за 𝑢 функцiю одного типу,
наприклад, тригонометричну функцiю.
П р и к л а д 11. Знайти

∫︀
𝑒−𝑥 cos 2𝑥 𝑑𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я.∫︁
𝑒−𝑥 cos 2𝑥 𝑑𝑥 =

{︂
𝑢 = cos 2𝑥, 𝑑𝑣 = 𝑒−𝑥,
𝑑𝑢 = −2 sin 2𝑥 𝑑𝑥, 𝑣 = −𝑒−𝑥

}︂
= − cos 2𝑥𝑒−𝑥 − 2

∫︁
sin 2𝑥𝑒−𝑥 𝑑𝑥.

Iнтеграл
∫︀
sin 2𝑥𝑒−𝑥 𝑑𝑥 вiзьмемо частинами, поклавши 𝑢 = sin 2𝑥:∫︁

sin 2𝑥𝑒−𝑥 𝑑𝑥 =

{︂
𝑢 = sin 2𝑥, 𝑑𝑣 = 𝑒−𝑥,
𝑑𝑢 = 2 cos 2𝑥 𝑑𝑥, 𝑣 = −𝑒−𝑥.

}︂
= − sin 2𝑥𝑒−𝑥 + 2

∫︁
cos 2𝑥𝑒−𝑥 𝑑𝑥.

У такий спосiб ми отримали рiвнiсть∫︁
𝑒−𝑥 cos 2𝑥 𝑑𝑥 = − cos 2𝑥𝑒−𝑥 − 2

(︂
− sin 2𝑥𝑒−𝑥 + 2

∫︁
cos 2𝑥𝑒−𝑥 𝑑𝑥

)︂
.
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Звертаємо увагу, що iнтеграл, який ми шукаємо (позначимо його через
𝐼 =

∫︀
𝑒−𝑥 cos 2𝑥 𝑑𝑥), фiгурує в обох частинах отриманої рiвностi:

𝐼 = − cos 2𝑥𝑒−𝑥 + 2 sin 2𝑥𝑒−𝑥 − 4𝐼.

Звiдси знаходимо, що 𝐼 =
𝑒−𝑥(− cos 2𝑥+ 2 sin 2𝑥)

5
.

7.6. Основнi класи функцiй, що iнтегруються в ква-
дратурах

Класiв функцiй, iнтеграли вiд яких виражаються через елементарнi функцiї, вiдомо
порiвняно небагато. Розглянемо основнi з них.

7.6.1. Iнтегрування дробово-рацiональних функцiй

Розклад рацiонального дробу

Дробово-рацiональною функцiєю називають функцiю виду

𝑃𝑚(𝑥)

𝑄𝑛(𝑥)
, (7.6.1)

де 𝑃𝑚(𝑥) i 𝑄𝑛(𝑥) — многочлени (через 𝑚 i 𝑛 ми позначили степенi многочленiв).
Якщо степiнь чисельника менший степеня знаменника, тобто 𝑚 < 𝑛, то дрiб (7.6.1)

називають правильним, у протилежному випадку — неправильним.
Будь-який неправильний дрiб можна подати у виглядi суми многочлена i правиль-

ного дробу, тобто при 𝑚 > 𝑛 має мiсце подання

𝑃𝑚(𝑥)

𝑄𝑛(𝑥)
= 𝑊𝑚−𝑛(𝑥) +

𝑅𝑘(𝑥)

𝑄𝑛(𝑥)
, 𝑘 < 𝑛.

Многочлени 𝑊𝑚−𝑛(𝑥) i 𝑅𝑘(𝑥) можна знайти, виконуючи дiлення многочленiв (на-
приклад, за вiдомим алгоритмом «дiлення куточком»).

П р и к л а д 1. Видiлити цiлу частину дробу
𝑥4 + 4𝑥2 + 2

𝑥2 + 1
.

Р о з в ’ я з а н н я. Проведемо дiлення многочленiв

𝑥4 + 4𝑥2 + 2
⃒⃒
𝑥2 + 1

𝑥4 + 𝑥2
⃒⃒
𝑥2 + 3

3𝑥2 + 2
3𝑥2 + 3

−1

Ми отримали, що 𝑥4 + 4𝑥2 + 2 = (𝑥2 + 3)(𝑥2 + 1)− 1, звiдси маємо:

𝑥4 + 4𝑥2 + 2

𝑥2 + 1
=

(𝑥2 + 3)(𝑥2 + 1)− 1

𝑥2 + 1
= 𝑥2 + 3− 1

𝑥2 + 1
.

Iнколи вдається видiлити цiлу частину дробу, перетворюючи належним чином його
чисельник.

П р и к л а д 2. Видiлити цiлу частину дробу
𝑥4 + 𝑥

𝑥2 + 1
.
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Р о з в ’ я з а н н я.

𝑥4 + 𝑥

𝑥2 + 1
=

𝑥4 − 1 + 1 + 𝑥

𝑥2 + 1
=

(𝑥2 − 1)(𝑥2 + 1) + 𝑥+ 1

𝑥2 + 1
= 𝑥2 − 1 +

𝑥+ 1

𝑥2 + 1
.

Вiдомо, що на множинi комплексних чисел многочлен степеня 𝑛 однозначно розкла-
дається у добуток лiнiйних множникiв:

𝑄𝑛(𝑥) = 𝑎0𝑥
𝑛 + 𝑎1𝑥

𝑛−1 + · · ·+ 𝑎𝑛−1𝑥+ 𝑎𝑛 = 𝑎0(𝑥− 𝑥1)(𝑥− 𝑥2) . . . (𝑥− 𝑥𝑛).

Числа 𝑥𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 називають коренями многочлена 𝑄𝑛(𝑥).
Серед чисел 𝑥𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 можуть виявитись однаковi числа. Тодi подання мно-

гочлена набуває вигляду

𝑄𝑛(𝑥) = 𝑎0(𝑥− 𝑥1)
𝑚1(𝑥− 𝑥2)

𝑚2 . . . (𝑥− 𝑥𝑟)
𝑚𝑟 ,

де числа 𝑥𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 — усi рiзнi. Число 𝑚𝑘 називають кратнiстю кореня 𝑥𝑘, 𝑚1 +
𝑚2 + · · ·+𝑚𝑟 = 𝑛.

Якщо многочлен 𝑄𝑛(𝑥) з дiйсними коефiцiєнтами має комплексний корiнь 𝛼 + 𝑖𝛽,
то спряжене комплексне число 𝛼− 𝑖𝛽 теж є його коренем. Комплексно спряженi коре-
нi многочлена з дiйсними коефiцiєнтами мають однакову кратнiсть. Добуток лiнiйних
множникiв 𝑥− (𝛼 + 𝑖𝛽) i 𝑥− (𝛼 − 𝑖𝛽) — це квадратний тричлен з вiд’ємним дискримi-
нантом:

(𝑥− (𝛼 + 𝑖𝛽))(𝑥− (𝛼− 𝑖𝛽)) = 𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞,

де 𝑝 та 𝑞 — дiйснi числа i 𝑝2 − 4𝑞 < 0.
Таким чином, на множинi дiйсних чисел многочлен з дiйсними коефiцiєнтами одно-

значно розкладається у добуток степенiв лiнiйних множникiв та степенiв квадратних
тричленiв з дiйсними коефiцiєнтами i вiд’ємними дискримiнантами:

𝑄𝑛(𝑥) = 𝑎0(𝑥− 𝑥1)
𝑚1 . . . (𝑥2 + 𝑝𝑘𝑥+ 𝑞𝑘)

𝑚𝑘 .

Означення 43. Найпростiшими дробами називають дроби виду :

I.
𝐴

(𝑥− 𝑎)𝑘
, 𝑘 ∈ N;

II.
𝐴𝑥+𝐵

(𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞)𝑘
, 𝑘 ∈ N, 𝑝, 𝑞 ∈ R, 𝑝2 − 4𝑞 < 0.

Твердження 7.6. 1. Будь-який правильний дрiб однозначно розкладається у суму
найпростiших дробiв, при цьому розклад має вигляд

𝑃 (𝑥)

(𝑥− 𝑎)𝑚 . . . (𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞)𝑛
=

𝐴1

(𝑥− 𝑎)
+

𝐴2

(𝑥− 𝑎)2
+ · · · 𝐴𝑚

(𝑥− 𝑎)𝑚
+ · · ·

· · ·+ 𝐵1𝑥+ 𝐶1

(𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞)
+

𝐵2𝑥+ 𝐶2

(𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞)2
+ · · ·+ 𝐵𝑛𝑥+ 𝐶𝑛

(𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞)𝑛
.

Розклад правильного дробу на найпростiшi проводять за методом невизначених ко-
ефiцiєнтiв. Як це робиться, покажемо на прикладах.
П р и к л а д 3. Розкласти на найпростiшi дроби

9𝑥3 − 𝑥2 − 34𝑥+ 30

𝑥(𝑥− 1)(𝑥− 2)(𝑥+ 3)
.
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Р о з в ’ я з а н н я. Застосуємо метод невизначених коефiцiєнтiв. Знаменник дробу має чо-
тири коренi, вони усi дiйснi i рiзнi. Кожному дiйсному простому кореню 𝑥 = 𝑎 вiдповiдає

один найпростiший дрiб вигляду
𝐴

𝑥− 𝑎
. Отже, заданий дрiб розкладається на суму чотирьох

найпростiших дробiв:

9𝑥3 − 𝑥2 − 34𝑥+ 30

𝑥(𝑥− 1)(𝑥− 2)(𝑥+ 3)
=

𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥− 1
+

𝐶

𝑥− 2
+

𝐷

𝑥− 3
.

Невизначенi коефiцiєнти 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 обчислимо наступним чином: дроби у правiй частинi
отриманої рiвностi зведемо до спiльного знаменника, отримаємо два рiвнi дроби з однаковими
знаменниками. Оскiльки дроби рiвнi, знаменники дробiв рiвнi, то рiвнi i їхнi чисельники. Iз
рiвностi чисельникiв i знайдемо невизначенi коефiцiєнти:

9𝑥3 − 𝑥2 − 34𝑥+ 30

𝑥(𝑥− 1)(𝑥− 2)(𝑥+ 3)
=

𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥− 1
+

𝐶

𝑥− 2
+

𝐷

𝑥− 3
=

=
𝐴(𝑥− 1)(𝑥− 2)(𝑥+ 3) +𝐵𝑥(𝑥− 2)(𝑥+ 3) + 𝐶𝑥(𝑥− 1)(𝑥+ 3) +𝐷𝑥(𝑥− 1)(𝑥− 2)

𝑥(𝑥− 1)(𝑥− 2)(𝑥+ 3)
.

Прирiвнюємо чисельники:

9𝑥3 − 𝑥2 − 34𝑥+ 30 = 𝐴(𝑥− 1)(𝑥− 2)(𝑥+ 3) +𝐵𝑥(𝑥− 2)(𝑥+ 3)+

+ 𝐶𝑥(𝑥− 1)(𝑥+ 3) +𝐷𝑥(𝑥− 1)(𝑥− 2).

Маємо два тотожно рiвнi многочлени. Недоцiльно розкривати дужки, множити многочлени,
зводити подiбнi i прирiвнювати коефiцiєнти при однакових степенях 𝑥. Набагато простiше
надати змiннiй 𝑥 яких-небудь значень, а найкраще — значень коренiв знаменника.

Покладемо 𝑥 = 0, тодi маємо рiвнiсть 30 = 6𝐴, звiдки 𝐴 = 5. Нехай 𝑥 = 1, тодi 2 = −2𝐵,
звiдки 𝐵 = −1. Якщо 𝑥 = 2, то 30 = 10𝐶, 𝐶 = 3, при 𝑥 = 3 маємо −120 = −60𝐷, 𝐷 = 2.

Отже,
9𝑥3 − 𝑥2 − 34𝑥+ 30

𝑥(𝑥− 1)(𝑥− 2)(𝑥+ 3)
=

5

𝑥
+

−1

𝑥− 1
+

3

𝑥− 2
+

2

𝑥− 3
.

П р и к л а д 4. Розкласти на найпростiшi дроби

4𝑥+ 1

(𝑥− 2)(𝑥+ 1)2
.

Р о з в ’ я з а н н я.
Маємо випадок: коренi знаменника дiйснi, серед них є кратнi. Кiлькiсть найпростiших дро-

бiв, якi вiдповiдають кратному кореню, дорiвнює кратностi кореня. Отже, у цьому прикладi
знаменник має один простий дiйсний корiнь 𝑥 = 2 i 2-кратний дiйсний корiнь 𝑥 = −1; усього
найпростiших дробiв буде три:

4𝑥+ 1

(𝑥− 2)(𝑥+ 1)2
=

𝐴

𝑥− 2
+

𝐵

𝑥+ 1
+

𝐶

(𝑥+ 1)2
.

Зведемо праву частину до спiльного знаменника i прирiвняємо чисельники дробiв:

4𝑥+ 1 = 𝐴(𝑥+ 1)2 +𝐵(𝑥+ 1)(𝑥− 2) + 𝐶(𝑥− 2).

Покладемо 𝑥 = 2, маємо 9 = 9𝐴, 𝐴 = 1. Покладемо 𝑥 = −1, отримаємо −3 =
= −3𝐶, 𝐶 = 1. Надамо змiннiй 𝑥 довiльного значення, наприклад, 𝑥 = 0, тодi отримаємо

рiвнiсть 1 = 𝐴− 2𝐵 − 2𝐶. Звiдси знаходимо 𝐵 = −1

2
(1−𝐴+ 2𝐶) = −1.

Отже,
4𝑥+ 1

(𝑥− 2)(𝑥+ 1)2
=

1

𝑥− 2
+

−1

𝑥+ 1
+

1

(𝑥+ 1)2
.
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П р и к л а д 5. Розкласти на найпростiшi дроби

1

(𝑥+ 2)(𝑥2 + 1)
.

Р о з в ’ я з а н н я.
Знаменник має один дiйсний i два простi комплекснi взаємоспряженi коренi. Кожнiй парi

простих комплексних взаємоспряжених коренiв вiдповiдає один найпростiший дрiб вигляду
𝐴𝑥+𝐵

𝑥2 + 𝑎𝑥+ 𝑏
. Отже, у цьому прикладi заданий дрiб розкладається на суму двох найпростiших

дробiв. Невизначених коефiцiєнтiв буде три:

1

(𝑥+ 2)(𝑥2 + 1)
=

𝐴

𝑥+ 2
+

𝐵𝑥+ 𝐶

𝑥2 + 1
.

Пiсля зведення до спiльного знаменника отримаємо рiвнiсть

1 = 𝐴(𝑥2 + 1) + (𝐵𝑥+ 𝐶)(𝑥+ 2).

Пропонуємо самостiйно знайти значення коефiцiєнтiв i впевнитись, що

𝐴 =
1

5
, 𝐵 = −1

5
, 𝐶 =

2

5
.

П р и к л а д 6. Написати вигляд розкладу на найпростiшi дроби для дробу

1

(𝑥+ 2)(𝑥− 4)2(𝑥2 + 4)2(𝑥2 + 𝑥+ 1)
.

Р о з в ’ я з а н н я.
Слiд врахувати кратнiсть дiйсних та комплексних коренiв: кiлькiсть найпростiших дробiв,

якi вiдповiдають дiйсним кратним кореням або парам кратних взаємоспряжених комплексних
коренiв, дорiвнює кратностi цих коренiв. Кiлькiсть невизначених коефiцiєнтiв, як завжди,
повинна дорiвнювати степеню знаменника заданого дробу:

1

(𝑥+ 2)(𝑥− 4)2(𝑥2 + 4)2(𝑥2 + 𝑥+ 1)
=

𝐴1

𝑥+ 2
+

𝐴2

𝑥− 4
+

𝐴3

(𝑥− 4)2
+

+
𝐵1𝑥+ 𝐶1

𝑥2 + 𝑥+ 1
+

𝐵2𝑥+ 𝐶2

𝑥2 + 4
+

𝐵3𝑥+ 𝐶3

(𝑥2 + 4)2
.

Iнтегрування найпростiших дробiв

Iнтегрування найпростiших дробiв зводиться до знаходження iнтегралiв таких чо-
тирьох типiв:

I.
∫︁

𝐴

(𝑥− 𝑎)
𝑑𝑥 = 𝐴

∫︁
1

(𝑥− 𝑎)
𝑑𝑥 = ln |𝑥− 𝑎|+ 𝐶.

II.
∫︁

𝐴

(𝑥− 𝑎)𝑛
𝑑𝑥 =

𝐴

(−𝑛+ 1)(𝑥− 𝑎)𝑛−1
+ 𝐶, 𝑛 > 1.

III.
∫︁

𝐴𝑥+𝐵

(𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞)
𝑑𝑥.

103



IV.
∫︁

𝐴𝑥+𝐵

(𝑥2 + 𝑝𝑥+ 𝑞)𝑛
𝑑𝑥, 𝑛 > 1.

В III i IV квадратний тричлен 𝑥2+𝑝𝑥+𝑞 не має дiйсних коренiв, тобто
𝑝2

4
−𝑞 < 0.

Iнтегрування дробiв типу III i IV покажемо на прикладах.
Розглянемо iнтеграл типу III.

П р и к л а д 7. Знайти
∫︁

𝑥+ 1

𝑥2 + 4𝑥+ 5
𝑑𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я. У знаменнику дробу видiлимо повний квадрат

𝑥2 + 4𝑥+ 5 = 𝑥2 + 2 · 2 · 𝑥+ 22 − 22 + 5 = (𝑥+ 2)2 + 1

i зробимо пiдстановку 𝑥+ 2 = 𝑡:∫︁
𝑥+ 1

𝑥2 + 4𝑥+ 5
𝑑𝑥 =

∫︁
𝑥+ 1

(𝑥2 + 4𝑥+ 4) + 1
𝑑𝑥 =

∫︁
𝑥+ 1

(𝑥+ 2)2 + 1
𝑑𝑥 =

=

{︂
𝑥+ 2 = 𝑡
𝑑𝑥 = 𝑑𝑡

}︂
=

∫︁
𝑡− 1

𝑡2 + 1
𝑑𝑡 =

∫︁
𝑡

𝑡2 + 1
𝑑𝑡−

∫︁
1

1 + 𝑡2
𝑑𝑡 =

=
1

2
ln(𝑡2 + 1)− arctg 𝑡+ 𝐶 =

1

2
ln(𝑥2 + 4𝑥+ 5)− arctg(𝑥+ 2) + 𝐶.

Розглянемо iнтеграл типу IV.

П р и к л а д 8. Знайти
∫︁

2𝑥+ 1

(𝑥2 + 6𝑥+ 13)2
𝑑𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я. Видiлимо повний квадрат

𝑥2 + 6𝑥+ 13 = 𝑥2 + 6𝑥+ 9− 9 + 13 = (𝑥+ 3)2 + 4.

Зробимо пiдстановку 𝑥+ 3 = 𝑡:∫︁
2𝑥+ 1

(𝑥2 + 6𝑥+ 13)2
𝑑𝑥 =

∫︁
2𝑥+ 1

((𝑥+ 3)2 + 4)2
𝑑𝑥 =

{︂
𝑥+ 3 = 𝑡
𝑑𝑥 = 𝑑𝑡

}︂
=

∫︁
2𝑡− 5

(𝑡2 + 4)2
𝑑𝑡.

Останнiй iнтеграл розiб’ємо на два iнтеграли:∫︁
2𝑡− 5

(𝑡2 + 4)2
𝑑𝑡 =

∫︁
2𝑡

(𝑡2 + 4)2
𝑑𝑡− 5

∫︁
1

(𝑡2 + 4)2
𝑑𝑡.

Розглянемо перший з них:∫︁
2𝑡

(𝑡2 + 4)2
𝑑𝑡 =

{︂
𝑡2 + 4 = 𝑧
2𝑡𝑑𝑡 = 𝑑𝑧

}︂
=

∫︁
𝑑𝑧

𝑧2
= −1

𝑧
+ 𝐶 = − 1

𝑡2 + 4
+ 𝐶.

Розглянемо iнтеграл∫︁
1

(𝑡2 + 4)2
𝑑𝑡 =

1

4

∫︁
4

(𝑡2 + 4)2
𝑑𝑡 =

1

4

∫︁
(4 + 𝑡2)− 𝑡2

(𝑡2 + 4)2
𝑑𝑡 =

=
1

4

∫︁
1

𝑡2 + 4
𝑑𝑡− 1

4

∫︁
𝑡2

(𝑡2 + 4)2
𝑑𝑡 =

1

4
· 1
2
arctg

𝑡

2
− 1

4

∫︁
𝑡2

(𝑡2 + 4)2
𝑑𝑡.

Iнтеграл, що залишився, вiзьмемо частинами:

∫︁
𝑡2

(𝑡2 + 4)2
𝑑𝑡 =

∫︁
𝑡 · 𝑡

(𝑡2 + 4)2
𝑑𝑡 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑢 = 𝑡, 𝑑𝑣 =

𝑡

(𝑡2 + 4)2

𝑑𝑢 = 𝑑𝑡, 𝑣 = −1

2
· 1

𝑡2 + 4
𝑑𝑡

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ =
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= − 𝑡

2(𝑡2 + 1)
+

1

2

∫︁
1

𝑡2 + 4
𝑑𝑡 = − 𝑡

2(𝑡2 + 1)
+

1

4
arctg

𝑡

2
+ 𝐶.

Отже, ∫︁
2𝑡− 5

(𝑡2 + 4)2
𝑑𝑡 = − 1

𝑡2 + 4
− 5

(︂
1

8
arctg

𝑡

2
+

1

8

𝑡

𝑡2 + 1
− 1

16
arctg

𝑡

2

)︂
+ 𝐶 =

= − 8 + 5𝑡

8(𝑡2 + 4)
− 5

16
arctg

𝑡

2
+ 𝐶.

Повернемося до старої змiнної i запишемо остаточний результат:∫︁
2𝑥+ 1

(𝑥2 + 6𝑥+ 13)2
𝑑𝑥 = − 5𝑥+ 23

8(𝑥2 + 6𝑥+ 13)
− 5

16
arctg

𝑥+ 3

2
+ 𝐶.

7.6.2. Iнтегрування рацiональних дробiв

Для знаходження iнтеграла вiд рацiонального дробу проводять такi дiї:
1. Якщо дрiб неправильний, то видiляють цiлу частину дробу i подають дрiб у ви-

глядi суми многочлена i правильного дробу.
2. Правильний дрiб розкладають на суму найпростiших дробiв.
3. Проводять iнтегрування отриманого виразу.
Перейдемо до розгляду прикладiв.

Коренi знаменника дiйснi, усi рiзнi.

П р и к л а д 9. Знайти
∫︁

𝑥2

𝑥2 + 3𝑥− 4
𝑑𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я.∫︁
𝑥2

𝑥2 + 3𝑥− 4
𝑑𝑥 =

∫︁
𝑥2 + 3𝑥− 4− (3𝑥− 4)

𝑥2 + 3𝑥− 4
𝑑𝑥 =

∫︁ (︂
1− 3𝑥− 4

𝑥2 − 3𝑥− 4

)︂
𝑑𝑥.

Розкладемо отриманий правильний дрiб на суму найпростiших дробiв:

3𝑥− 4

𝑥2 − 3𝑥− 4
=

3𝑥− 4

(𝑥+ 4)(𝑥+ 1)
=

𝐴

𝑥+ 4
+

𝐵

𝑥− 1
=

𝐴(𝑥− 1) +𝐵(𝑥+ 4)

(𝑥+ 4)(𝑥− 1)
.

Звiдси маємо рiвнiсть
3𝑥− 4 = 𝐴(𝑥− 1) +𝐵(𝑥+ 4).

Знаходимо коефiцiєнти 𝐴 i 𝐵:

𝑥 = −4, −16 = −5𝐴, 𝐴 =
16

5
;

𝑥 = 1, − 1 = 5𝐵, 𝐵 = −1

5
.

∫︁
𝑥2

𝑥2 + 3𝑥− 4
𝑑𝑥 =

∫︁ (︂
1− 3𝑥− 4

𝑥2 − 3𝑥− 4

)︂
𝑑𝑥 =

∫︁ (︂
1− 16

5(𝑥+ 4)
+

1

5(𝑥− 1)

)︂
𝑑𝑥 =

= 𝑥− 16

5
ln |𝑥+ 4|+ 1

5
ln |𝑥− 1|+ 𝐶.

Коренi знаменника дiйснi, серед них є кратнi.
П р и к л а д 10. Знайти

∫︁
1

𝑥2(𝑥+ 1)
𝑑𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я. Розкладемо дрiб на суму найпростiших дробiв:

1

𝑥2(𝑥+ 1)
=

𝐴

𝑥
+

𝐵

𝑥2
+

𝐶

𝑥+ 1
=

𝐴𝑥(𝑥+ 1) +𝐵(𝑥+ 1) + 𝐶𝑥2

𝑥2(𝑥+ 1)
.
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Прирiвнюємо чисельники крайнього лiвого та крайнього правого дробiв цiєї низки рiвностей:

1 = 𝐴𝑥(𝑥+ 1) +𝐵(𝑥+ 1) + 𝐶𝑥2.

Знаходимо невiдомi коефiцiєнти:

𝑥 = 0, 1 = 𝐵;
𝑥 = −1, 1 = 𝐶;
𝑥 = 1, 1 = 2𝐴+ 2𝐵 + 𝐶, 𝐴 = −1.

Знаходимо заданий iнтеграл:∫︁
1

𝑥2(𝑥+ 1)
𝑑𝑥 =

∫︁ (︂
−1

𝑥
+

1

𝑥2
+

1

𝑥+ 1

)︂
𝑑𝑥 = − ln |𝑥| − 1

𝑥
+ ln |𝑥+ 1|+ 𝐶.

Серед коренiв знаменника є комплекснi.
П р и к л а д 11. Знайти

∫︁
1

𝑥(𝑥2 + 1)
𝑑𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я.

1

𝑥(𝑥2 + 1)
=

𝐴

𝑥
+

𝐵𝑥+ 𝐶

𝑥2 + 1
=

𝐴(𝑥2 + 1) + (𝐵𝑥+ 𝐶)𝑥

𝑥(𝑥2 + 1)
,

1 = 𝐴(𝑥2 + 1) + (𝐵𝑥+ 𝐶)𝑥.

Надамо змiннiй 𝑥 три рiзнi значення, наприклад, 𝑥 = 0, 𝑥 = 1, 𝑥 = −1, i отримаємо три умови
для визначення трьох невiдомих коефiцiєнтiв 𝐴, 𝐵 i 𝐶:

𝑥 = 0, 1 = 𝐴;
𝑥 = 1, 1 = 2𝐴+𝐵 + 𝐶;
𝑥 = −1, 1 = 2𝐴+𝐵 − 𝐶.

Ця система має єдиний розв’язок: 𝐴 = 1, 𝐵 = 0, 𝐶 = −1.
Знаходимо iнтеграл∫︁

1

𝑥(𝑥2 + 1)
𝑑𝑥 =

∫︁ (︂
1

𝑥
− 𝑥

𝑥2 + 1

)︂
𝑑𝑥 = ln |𝑥| − 1

2
ln(𝑥2 + 1) + 𝐶.

7.6.3. Iнтегрування деяких тригонометричних функцiй

Iнтеграли виду
∫︀
𝑅(sin𝑥, cos𝑥)𝑑𝑥

Наведемо пiдстановки, якi в окремих випадках зводять iнтеграл даного виду до
iнтеграла вiд рацiональної функцiї.

Таблиця 1
Умови Пiдстановка

1 𝑅(− sin𝑥, cos𝑥) = −𝑅(sin𝑥, cos𝑥) cos𝑥 = 𝑡

2 𝑅(sin𝑥,− cos𝑥) = −𝑅(sin𝑥, cos𝑥) sin𝑥 = 𝑡

3 𝑅(− sin𝑥,− cos𝑥) = 𝑅(sin𝑥, cos𝑥) tg 𝑥 = 𝑡

П р и к л а д 12. Знайти
∫︁

1

sin𝑥
𝑑𝑥.
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Р о з в ’ я з а н н я. Пiдiнтегральна функцiя є непарною вiдносно sin𝑥, тобто маємо випадок
1. Зробимо пiдстановку cos𝑥 = 𝑡, sin𝑥 𝑑𝑥 = −𝑑𝑡:∫︁

1

sin𝑥
𝑑𝑥 =

∫︁
sin𝑥

sin2 𝑥
𝑑𝑥 =

∫︁
sin𝑥 𝑑𝑥

1− cos2 𝑥
=

∫︁
𝑑𝑡

𝑡2 − 1
=

1

2
ln

⃒⃒⃒⃒
𝑡− 1

𝑡+ 1

⃒⃒⃒⃒
=

=
1

2
ln

⃒⃒⃒⃒
1− cos𝑥

1 + cos𝑥

⃒⃒⃒⃒
=

1

2
ln

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ sin2

𝑥

2

cos2
𝑥

2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = ln | tg 𝑥

2
|+ 𝐶.

П р и к л а д 13. Знайти iнтеграл
∫︁

cos3 𝑥

sin𝑥+ 2
𝑑𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я. Маємо випадок 2 — пiдiнтегральна функцiя є непарною вiдносно cos𝑥.
Скористаємось пiдстановкою sin𝑥 = 𝑡, cos𝑥 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡:∫︁

cos3 𝑥

sin𝑥+ 2
𝑑𝑥 =

∫︁
(1− sin2 𝑥) cos𝑥 𝑑𝑥

sin𝑥+ 2
=

∫︁
1− 𝑡2

𝑡+ 2
𝑑𝑡 =

∫︁
4− 𝑡2 − 3

𝑡+ 2
𝑑𝑡 =

=

∫︁ (︂
2− 𝑡− 3

𝑡+ 2

)︂
𝑑𝑡 = 2𝑡− 𝑡2

2
− 3 ln |𝑡+ 2|+ 𝐶 =

= 2 sin𝑥− sin2 𝑥

2
− 3 ln | sin𝑥+ 2|+ 𝐶.

П р и к л а д 14. Знайти
∫︁

sin2 𝑥

1 + cos2 𝑥
𝑑𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я. Скористаємося пiдстановкою tg 𝑥 = 𝑡, 𝑥 = arctg 𝑡, 𝑑𝑥 =
𝑑𝑡

1 + 𝑡2
. Врахову-

ючи, що

cos2 𝑥 =
1

1 + tg2 𝑥
=

1

1 + 𝑡2
, sin2 𝑥 = 1− cos2 𝑥 = 1− 1

1 + 𝑡2
=

𝑡2

1 + 𝑡2
,

можемо записати

∫︁
sin2 𝑥

1 + cos2 𝑥
𝑑𝑥 =

∫︁ 𝑡2

1 + 𝑡2

1 +
1

1 + 𝑡2

· 𝑑𝑡

1 + 𝑡2
=

∫︁
𝑡2

(𝑡2 + 1)(𝑡2 + 2)
𝑑𝑡.

Розкладемо дрiб
𝑡2

(𝑡2 + 1)(𝑡2 + 2)
на суму найпростiших дробiв. Звертаємо увагу на те, що

дрiб не мiстить першого степеня змiнної 𝑡. Якщо позначити 𝑧 = 𝑡2, то дрiб набуває вигля-
ду

𝑧

(𝑧 + 1)(𝑧 + 2)
i має такий розклад:

𝑧

(𝑧 + 1)(𝑧 + 2)
=

𝐴

𝑧 + 1
+

𝐵

𝑧 + 2
,

де, як неважко переконатись, 𝐴 = −1, 𝐵 = 2.
Знаходимо iнтеграл∫︁

𝑡2

(𝑡2 + 1)(𝑡2 + 2)
𝑑𝑡 =

∫︁ (︂
2

𝑡2 + 2
− 1

𝑡2 + 1

)︂
𝑑𝑡 =

=
√
2 arctg

𝑡√
2
− arctg 𝑡+ 𝐶 =

√
2 arctg

tg 𝑥√
2
− 𝑥+ 𝐶.

Якщо функцiя 𝑅(sin𝑥, cos𝑥) не задовольняє умови, наведенi в табл. 1 (див. стор. 106),
то застосовують унiверсальну тригонометричну пiдстановку.
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Унiверсальна тригонометрична пiдстановка

Унiверсальною тригонометричною пiдстановкою називають пiдстановку

tg
𝑥

2
= 𝑡, (7.6.2)

оскiльки вона зводить iнтеграли виду
∫︁

𝑅(sin𝑥, cos𝑥)𝑑𝑥, де 𝑅(𝑢, 𝑣) — будь-яка рацiо-

нальна функцiя, до iнтегралiв вiд дробово-рацiональної функцiї аргументу 𝑡.
У результатi застосування пiдстановки (7.6.2) отримаємо:

sin𝑥 =
2𝑡

1 + 𝑡2
, cos𝑥 =

1− 𝑡2

1 + 𝑡2
, 𝑑𝑥 =

2𝑑𝑡

1 + 𝑡2
,

∫︁
𝑅(sin𝑥, cos𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
𝑅

(︂
2𝑡

1 + 𝑡2
,
1− 𝑡2

1 + 𝑡2

)︂
2𝑑𝑡

1 + 𝑡2
=

∫︁
ℛ(𝑡)𝑑𝑡,

де ℛ — рацiональна функцiя.

П р и к л а д 15. Знайти iнтеграл
∫︁

𝑑𝑥

3 + 5 cos𝑥
𝑑𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я. Застосуємо унiверсальну тригонометричну пiдстановку:∫︁
𝑑𝑥

3 + 5 cos𝑥
𝑑𝑥 =

∫︁
1

3 + 5
1− 𝑡2

1 + 𝑡2

· 2𝑑𝑡

1 + 𝑡2
=

∫︁
𝑑𝑡

4− 𝑡2
=

=
1

4
ln

⃒⃒⃒⃒
2 + 𝑡

2− 𝑡

⃒⃒⃒⃒
+ 𝐶 =

1

4
ln

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒2 + tg

𝑥

2

2− tg
𝑥

2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒+ 𝐶.

Iнтеграли виду
∫︀
sin𝑚 𝑥 cos𝑛 𝑥 𝑑𝑥

Обмежимося розглядом випадку, коли 𝑚 i 𝑛 — цiлi невiд’ємнi числа.
1. Якщо 𝑚 = 2𝑘 + 1 — число непарне, то застосовують пiдстановку cos𝑥 = 𝑡:∫︁

sin2𝑘+1 𝑥 cos𝑛 𝑥 𝑑𝑥 =

∫︁
sin2𝑘 cos𝑛 𝑥 sin𝑥 𝑑𝑥 = −

∫︁ (︀
1− cos2 𝑥

)︀𝑘
cos𝑛 𝑥 𝑑(cos𝑥).

П р и к л а д 16.∫︁
sin3 𝑥 cos2 𝑥 𝑑𝑥 =

∫︁
sin2 𝑥 cos2 𝑥 sin𝑥 𝑑𝑥 =

{︂
cos𝑥 = 𝑡

− sin𝑥 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡

}︂
=

= −
∫︁
(1− 𝑡2)𝑡2 𝑑𝑡 = − 𝑡3

3
+

𝑡5

5
+ 𝐶 =

cos5 𝑥

5
− cos3 𝑥

3
+ 𝐶.

2. Якщо 𝑛 = 2𝑘 + 1 — число непарне, то застосовують пiдстановку sin𝑥 = 𝑡.
П р и к л а д 17.∫︁

sin4 𝑥 cos3 𝑥 𝑑𝑥 =

∫︁
sin4 𝑥 cos2 𝑥 cos𝑥 𝑑𝑥 =

{︂
sin𝑥 = 𝑡,

cos𝑥 𝑑𝑥 = 𝑑𝑡

}︂
=

=

∫︁
𝑡4(1− 𝑡2)𝑑𝑡 =

𝑡5

5
− 𝑡7

7
+ 𝐶 =

sin5 𝑥

5
− sin7 𝑥

7
+ 𝐶.
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3. Якщо 𝑚 i 𝑛 — числа парнi, то знижують степiнь, застосовуючи формули:

sin2 𝑥 =
1− cos 2𝑥

2
, cos2 𝑥 =

1 + cos 2𝑥

2
.

П р и к л а д 18.∫︁
cos4 𝑥 𝑑𝑥 =

∫︁ (︂
1 + cos 2𝑥

2

)︂2

𝑑𝑥 =
1

4

∫︁ (︀
1 + 2 cos 2𝑥+ cos2 2𝑥

)︀
𝑑𝑥 =

=
1

4
𝑥+

1

4
sin 2𝑥+

1

4

∫︁
1 + cos 4𝑥

2
𝑑𝑥 =

3

8
𝑥+

1

4
sin 2𝑥+

1

32
sin 4𝑥+ 𝐶.

Iнтеграли виду
∫︀
sin𝑚𝑥 cos𝑛𝑥 𝑑𝑥,

∫︀
sin𝑚𝑥 sin𝑛𝑥 𝑑𝑥,

∫︀
cos𝑚𝑥 cos𝑛𝑥 𝑑𝑥

Для знаходження таких iнтегралiв застосовуються формули:

1. sin𝑚𝑥 cos𝑛𝑥 =
1

2
[sin(𝑚+ 𝑛)𝑥+ sin(𝑚− 𝑛)𝑥];

2. sin𝑚𝑥 sin𝑛𝑥 =
1

2
[cos(𝑚− 𝑛)𝑥− cos(𝑚+ 𝑛)𝑥];

3. cos𝑚𝑥 cos𝑛𝑥 =
1

2
[cos(𝑚+ 𝑛)𝑥+ cos(𝑚− 𝑛)𝑥].

П р и к л а д 19.∫︁
sin 3𝑥 cos 5𝑥 𝑑𝑥 =

∫︁
1

2
(sin 8𝑥− sin 2𝑥) 𝑑𝑥 =

1

2

(︂
−cos 8𝑥

8
+

sin 2𝑥

2

)︂
+ 𝐶.

7.6.4. Iнтегрування деяких iррацiональних функцiй

1. Iнтеграли виду∫︁
𝑅

[︃
𝑥,

(︂
𝑎𝑥+ 𝑏

𝑐𝑥+ 𝑑

)︂ 𝑝1
𝑞1

,

(︂
𝑎𝑥+ 𝑏

𝑐𝑥+ 𝑑

)︂ 𝑝2
𝑞2

, . . .

]︃
𝑑𝑥,

де 𝑅 — рацiональна функцiя, 𝑝1, 𝑞1, 𝑝2, 𝑞2, . . . — цiлi числа.
Iнтеграл знаходять за допомогою пiдстановки

𝑎𝑥+ 𝑏

𝑐𝑥+ 𝑑
= 𝑡𝑛,

де 𝑛 — найменше спiльне кратне чисел 𝑞1, 𝑞2, . . .

П р и к л а д 20.

∫︁
𝑥

1 +
√
𝑥+ 1

𝑑𝑥 =

⎧⎨⎩
√
𝑥+ 1 = 𝑡,

𝑥 = 𝑡2 − 1,
𝑑𝑥 = 2𝑡 𝑑𝑡.

⎫⎬⎭ =

∫︁
𝑡2 − 1

1 + 𝑡
2𝑡 𝑑𝑡 = 2

∫︁
(𝑡− 1) 𝑡 𝑑𝑡 =

= 2

(︂
𝑡3

3
− 𝑡2

2

)︂
+ 𝐶 =

2

3

√︀
(𝑥+ 1)3 − 𝑥+ 𝐶.
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П р и к л а д 21.∫︁ √
𝑥

3
√
𝑥+ 1

𝑑𝑥 =

{︂
𝑥 = 𝑡6,
𝑑𝑥 = 6𝑡5 𝑑𝑡.

}︂
=

∫︁
𝑡3

𝑡2 + 1
6𝑡5 𝑑𝑡 = 6

∫︁
𝑡8

𝑡2 + 1
𝑑𝑡 =

=

∫︁ (︂
𝑡6 − 𝑡4 + 𝑡2 − 1 +

1

𝑡2 + 1

)︂
𝑑𝑡 =

𝑡7

7
− 𝑡5

5
+

𝑡3

3
+ arctg 𝑡+ 𝐶 =

=
6
√
𝑥7

7
−

6
√
𝑥5

5
+

√
𝑥

3
+ arctg 6

√
𝑥+ 𝐶.

2. Iнтеграли вiд диференцiальних бiномiв∫︁
𝑥𝑚 (𝑎+ 𝑏𝑥𝑛)𝑝 𝑑𝑥,

де 𝑚,𝑛, 𝑝 — рацiональнi числа.
Iнтеграл такого виду виражається через скiнченну комбiнацiю елементарних фун-

кцiй лише у таких трьох випадках:
1) якщо 𝑝 — цiле число. Застосовується замiна 𝑥 = 𝑡𝑠, де 𝑠 — спiльний знаменник

дробiв 𝑚 i 𝑛;

2) якщо
𝑚+ 1

𝑛
— цiле число. Застосовується пiдстановка 𝑎 + 𝑏𝑥𝑛 = 𝑡𝑠, де 𝑠 — зна-

менник дробу 𝑝;

3) якщо
𝑚+ 1

𝑛
+ 𝑝 — цiле число. Застосовується пiдстановка 𝑎𝑥−𝑛 + 𝑏 = 𝑡𝑠, де 𝑠 —

знаменник дробу 𝑝.

П р и к л а д 22. Знайти iнтеграл
∫︁

𝑑𝑥

𝑥4
√
1 + 𝑥2

.

Р о з в ’ я з а н н я. Запишемо пiдiнтегральну функцiю у виглядi

𝑥−4
(︀
1 + 𝑥2

)︀− 1
2 ,

звiдки знаходимо 𝑚 = −4, 𝑛 = 2, 𝑝 = −1

2
. Як бачимо, має мiсце випадок 3:

𝑚+ 1

𝑛
+ 𝑝 =

−4 + 1

2
+

(︂
−1

2

)︂
= −3

2
− 1

2
= −2 — цiле число.

Застосуємо пiдстановку 𝑥−2 + 1 = 𝑡2, з якої знаходимо, що

𝑥 =
1√︀

𝑡2 − 1
, 𝑑𝑥 = −

(︀
𝑡2 − 1

)︀− 3
2 𝑡 𝑑𝑡.

У результатi заданий iнтеграл набуває вигляду∫︁
𝑥−4(1 + 𝑥2)−

1
2 𝑑𝑥 = −

∫︁ (︀
𝑡2 − 1

)︀2(︂
1 +

1

𝑡2 − 1

)︂− 1
2 (︀

𝑡2 − 1
)︀− 3

2 𝑡 𝑑𝑡 =

= −
∫︁

(𝑡2 − 1)𝑑𝑡 = − 𝑡3

3
+ 𝑡+ 𝐶 = −(1 + 𝑥2)

√︀
1 + 𝑥2

3𝑥3
+

√︀
1 + 𝑥2

𝑥
+ 𝐶 =

=
(2𝑥2 − 1)

√︀
1 + 𝑥2

3𝑥3
+ 𝐶.

3. Iнтеграли виду
∫︁

𝑅
(︁
𝑥,
√︀
𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥+ 𝑐

)︁
𝑑𝑥, де 𝑏2 − 4𝑎𝑐 ̸= 0.
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Iснує багато способiв знаходження iнтегралiв такого типу — це вiдомi три пiдста-
новки Ейлера, тригонометричнi пiдстановки та iншi1.

Ми обмежимося розглядом застосування тригонометричних пiдстановок.
Видiленням пiд знаком радикала повного квадрата i вiдповiдною лiнiйною замiною

змiнних iнтеграли такого виду зводяться до iнтегралiв одного з таких трьох типiв:

1)
∫︁

𝑅
(︁
𝑧,
√
𝑚2 − 𝑧2

)︁
𝑑𝑧, пiдстановка 𝑧 = 𝑚 sin 𝑡 або 𝑧 = 𝑚 cos 𝑡;

2)
∫︁

𝑅
(︁
𝑧,
√
𝑧2 −𝑚2

)︁
𝑑𝑧, пiдстановка 𝑧 =

𝑚

sin 𝑡
або 𝑧 =

𝑚

cos 𝑡
;

3)
∫︁

𝑅
(︁
𝑧,
√
𝑧2 +𝑚2

)︁
𝑑𝑧, пiдстановка 𝑧 = 𝑚 tg 𝑡 або 𝑧 = 𝑚 ctg 𝑡.

У результатi застосування вказаних пiдстановок цi iнтеграли зводяться до iнтеграла
вигляду

∫︀
ℛ(sin 𝑡, cos 𝑡)𝑑𝑡, де ℛ — рацiональна функцiя.

П р и к л а д 23. Знайти iнтеграл
∫︁ √︀

3− 2𝑥− 𝑥2 𝑑𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я. Видiлимо повний квадрат у пiдкореневому виразi:

3− 2𝑥− 𝑥2 = −(𝑥2 + 2𝑥) + 3 = −(𝑥2 + 2𝑥+ 1) + 1 + 3 = 4− (𝑥+ 1)2.

Замiнимо 𝑥+ 1 = 𝑧, 𝑑𝑥 = 𝑑𝑧, тодi iнтеграл набуде вигляду∫︁ √︀
3− 2𝑥− 𝑥2 𝑑𝑥 =

∫︁ √︀
4− (𝑥+ 1)2 𝑑𝑥 =

∫︁ √︀
4− 𝑧2 𝑑𝑧.

Застосуємо пiдстановку 𝑧 = 2 sin 𝑡, 𝑑𝑧 = 2 cos 𝑡 𝑑𝑡:∫︁ √︀
4− 𝑧2 𝑑𝑧 =

∫︁ √︀
4− 4 sin2 𝑡 2 cos 𝑡 𝑑𝑡 =

= 4

∫︁
cos2 𝑡 𝑑𝑡 = 2

∫︁
(1 + cos 2𝑡)𝑑𝑡 = 2𝑡+ sin 2𝑡+ 𝐶.

Повернемося до старої змiнної. Оскiльки 𝑧 = 2 sin 𝑡, то 𝑡 = arcsin
𝑧

2
. Далi знаходимо, що

sin 2𝑡 = 2 sin 𝑡 cos 𝑡 = 2 sin 𝑡
√︀
1− sin2 𝑡 = 2 · 𝑧

2
·
√︂
1− 𝑧2

4
=

𝑧

2

√︀
4− 𝑧2.

Враховуючи, що 𝑧 = 𝑥+ 1, запишемо остаточний результат:∫︁ √︀
3− 2𝑥− 𝑥2 𝑑𝑥 = 2arcsin

𝑥+ 1

2
+

𝑥+ 1

2

√︀
3− 2𝑥− 𝑥2 + 𝐶.

П р и к л а д 24. Знайти iнтеграл
∫︁

𝑑𝑥

𝑥
√︀
𝑥2 − 4

.

Р о з в ’ я з а н н я. Застосуємо пiдстановку 𝑥 =
2

sin 𝑡
, 𝑑𝑥 = − 2

sin2 𝑡
cos 𝑡 𝑑𝑡:

∫︁
𝑑𝑥

𝑥
√︀
𝑥2 − 4

=

∫︁ − 2

sin2 𝑡
cos 𝑡 𝑑𝑡

2

sin 𝑡

√︂
4

sin2 𝑡
− 4

= −1

2

∫︁
𝑑𝑡 = − 𝑡

2
+ 𝐶 = −1

2
arcsin

2

𝑥
+ 𝐶.

1Докладнiше див., наприклад, [?], c. 308 – 312, [?], c. 424 – 426.
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П р и к л а д 25. Знайти iнтеграл
∫︁

𝑑𝑥

𝑥2
√︀
𝑥2 + 1

.

Р о з в ’ я з а н н я. Скористаємося пiдстановкою 𝑥 = tg 𝑡, 𝑑𝑥 =
𝑑𝑡

cos2 𝑡
:∫︁

𝑑𝑥

𝑥2
√︀
𝑥2 + 1

=

∫︁
1

tg2 𝑡
√︀

tg2 𝑡+ 1
· 𝑑𝑡

cos2 𝑡
=

∫︁
cos 𝑡 𝑑𝑡

sin2 𝑡
= − 1

sin 𝑡
+ 𝐶.

Повернемося до старої змiнної. Пошлемося на вiдому формулу
sin 𝑡 =

tg 𝑡√︀
tg2 𝑡+ 1

, врахуємо, що tg 𝑡 = 𝑥, i запишемо остаточний результат:

∫︁
𝑑𝑥

𝑥2
√︀

𝑥2 + 1
= −

√︀
𝑥2 + 1

𝑥
+ 𝐶.

7.7. Iнтеграли, що «не беруться»
Ми розглянули основнi класи елементарних функцiй, iнтеграли вiд яких є також

елементарними функцiями. Але не кожна неперервна1 елементарна функцiя має своєю
первiсною елементарну функцiю. Якщо iнтеграл вiд елементарної функцiї не виражає-
ться через елементарнi функцiї у скiнченному виглядi, то кажуть, що цей iнтеграл «не
береться».

Зокрема, такими iнтегралами є∫︁
sin𝑥

𝑥
𝑑𝑥,

∫︁
cos𝑥

𝑥
𝑑𝑥,

∫︁
𝑒𝑥

𝑥
𝑑𝑥,

∫︁
𝑒−𝑥2

𝑑𝑥,

∫︁
𝑑𝑥

ln𝑥

та багато iнших.
Для деяких первiсних, що не є елементарними функцiями i якi знайшли широке за-

стосування, складенi докладнi таблицi їх значень у залежностi вiд значення аргументу.
Знайти цi таблицi можна у вiдповiднiй довiдковiй лiтературi.

7.8. Невизначений iнтеграл в Maple
Для вiдшукання первiсних в Maple є функцiї Int та int. Покажемо їх застосування

на прикладах:
> restart; Int(x,x)=int(x,x); ∫︁

𝑥𝑑𝑥 =
𝑥2

2

Як бачимо, довiльна стала iнтегрування до знайденої первiсної не додається. Унаслiдок
цього при повторному iнтегруваннi втрачаються доданки, що мiстять сталi iнтегруван-
ня:
> Int((Int(x,x)),x)=int(int(x,x),x);∫︁ ∫︁

𝑥𝑑𝑥𝑑𝑥 =
𝑥3

6

Насправдi ми мали б отримати такий результат:∫︁ (︂∫︁
𝑥𝑑𝑥

)︂
𝑑𝑥 =

∫︁ (︂
𝑥2

2
+ 𝐶

)︂
𝑑𝑥 =

𝑥3

6
+ 𝐶 · 𝑥+ 𝐶1.

1Неперервнiсть функцiї на деякому iнтервалi забезпечує iснування її первiсної на цьому iнтервалi.
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Якщо Maple запропонувати знайти iнтеграл, що «не береться», то вiдповiдь буде
отримана або через спецiальнi функцiї, або буде повторений запис iнтеграла:
> int(exp(-x^2),x); √

𝜋 erf(𝑥)
2

> int(exp(-x^2)*sin(x)/x,x); ∫︁
𝑒−𝑥2

sin𝑥

𝑥
𝑑𝑥

Звертаємо увагу, шо в Maple є можливiсть не лише отримати кiнцевий результат
iнтегрування, а й вiдслiдкувати процес отримання первiсної покроково та отримати
пояснення, якi властивостi чи методи при цьому були використанi. Найчастiше вико-
ристовуються методи замiни змiнної та iнтегрування частинами. Цi методи реалiзую-
ться функцiями Change та Parts з пакету IntegrationTools. При iнтегруваннi виразiв,
що зводяться до iнтегрування рацiональних дробiв, виникає потреба у розкладi рацiо-
нального дробу на суму найпростiших дробiв. Такий розклад здiйснюється функцiєю
convert(f,parfrac,x), де f — рацiональна функцiя змiнної x. Покажемо застосування
перелiчених функцiй на прикладах.
Метод замiни змiнної.
П р и к л а д 1. Провести в iнтегралi

∫︀
cos(3𝑥+ 1)𝑑𝑥 пiдстановку 3𝑥+ 1 = 𝑢.

Р о з в ’ я з а н н я.
> with(IntegrationTools):
> V:=Int(cos(3*x+1),x);

𝑉 :=

∫︁
cos(3𝑥+ 1)𝑑𝑥

> Change(V,3*x+1 = u); ∫︁
cos(𝑢)

3
𝑑𝑢

Метод iнтегрування частинами.
П р и к л а д 2. Застосувати до iнтеграла

∫︀
𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥 iнтегрування частинами.

Р о з в ’ я з а н н я.
> V:=Int(x*exp(x),x);

𝑉 :=

∫︁
𝑥𝑒𝑥𝑑𝑥

> u:=x:
> Parts(V,u);;

𝑥𝑒𝑥 −
(︂∫︁

𝑒𝑥𝑑𝑥

)︂
Розклад рацiонального дробу.

П р и к л а д 3. Розкласти правильний рацiональний дрiб
4𝑥+ 1

(𝑥− 2)(𝑥+ 1)2
на суму най-

простiших дробiв.

Р о з в ’ я з а н н я.
> convert((4*x+1)/((x - 2)*(x+1)^2),parfrac,x);

1

(𝑥+ 1)2
− 1

𝑥+ 1
+

1

𝑥− 2
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Неправильний рацiональний дрiб

𝑃𝑚(𝑥)

𝑄𝑛(𝑥)
= 𝑊𝑚−𝑛(𝑥) +

𝑅𝑘(𝑥)

𝑄𝑛(𝑥)
, 𝑘 < 𝑛.

розкладеться на суму цiлої частини дробу 𝑊𝑚−𝑛(𝑥) та суму найпростiших дробiв —

розкладу правильного дробу
𝑅𝑘(𝑥)

𝑄𝑛(𝑥)
. Наприклад:

> convert((x^3 + x)/(x^2 - 1),parfrac,x);

𝑥+
1

𝑥+ 1
+

1

𝑥− 1

Вiдслiдкувати процес iнтегрування покроково можна функцiєю
Student[Calculus1][IntTutor](). Її можна викликати або через головне меню (Tools
I Tutors I Calculus - Single Variable I Integration Methods...), або командою
> Student[Calculus1][IntTutor]();

Розглянемо покроковий процес iнтегрування на прикладi iнтеграла
∫︁

1

𝑥2 − 𝑎2
𝑑𝑥

Рис. 41 Maplet-вiкно вивчення методiв iнтегрування

Пiсля закриття Maplet-вiкна кнопкою Close результати будуть помiщенi в робочий ли-
сток
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Рис. 42 Результати покрокового iнтегрування

Завдання до роздiлу
Безпосереднiм iнтегруванням знайти iнтеграли:

1.
∫︁ (︂

4𝑥3 − 2

sin2 𝑥

)︂
𝑑𝑥. 2.

∫︁ (︂√
𝑥+

1
3
√
𝑥2

)︂
𝑑𝑥.

3.
∫︁ (︂

1√
4− 𝑥2

+
1√

𝑥2 − 1

)︂
𝑑𝑥. 4.

∫︁ (︂
𝑥6 +

2

𝑥

)︂
𝑑𝑥.

5.
∫︁ (︂

3

𝑥2 − 4
− 2

𝑥2 + 4

)︂
𝑑𝑥. 6.

∫︁ (︂
5

cos2 𝑥
− 3 cos𝑥

)︂
𝑑𝑥.

7.
∫︁ (︂

1

𝑥2 + 1
+ 2𝑥

)︂
𝑑𝑥. 8.

∫︁
(5𝑒𝑥 + 2 sin𝑥) 𝑑𝑥.

Знайти iнтеграли, скориставшись вiдповiдною замiною змiнної:

9.
∫︁

(2− 𝑥)7 𝑑𝑥. 10.
∫︁

1

5𝑥+ 2
𝑑𝑥.

11.
∫︁

sin(2𝑥+
𝜋

4
) 𝑑𝑥. 12.

∫︁
𝑥2

𝑥+ 3
𝑑𝑥.
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13.
∫︁

𝑒2𝑥−1 𝑑𝑥. 14.
∫︁

𝑥

𝑥4 + 4
𝑑𝑥.

15.
∫︁

𝑥2
(︀
𝑥3 + 2

)︀5
𝑑𝑥. 16.

∫︁ 3
√
ln𝑥

𝑥
𝑑𝑥.

17.
∫︁

arcsin𝑥+ 1√
1− 𝑥2

𝑑𝑥. 18.
∫︁

arctg 𝑥

1 + 𝑥2
𝑑𝑥.

19.
∫︁

sin𝑥− 1

cos𝑥+ 𝑥
𝑑𝑥. 20.

∫︁
3cos𝑥 sin𝑥 𝑑𝑥.

Застосовуючи вказанi пiдстановки, знайти iнтеграли:

21.
∫︁

1

𝑥
√
4𝑥2 − 1

𝑑𝑥, 𝑥 =
1

𝑡
. 22.

∫︁ √
4− 𝑥2 𝑑𝑥, 𝑥 = 2 sin 𝑡.

23.
∫︁

𝑥√
𝑥+ 1

𝑑𝑥, 𝑡 =
√
𝑥+ 1. 24.

∫︁
sin𝑥√

4 + cos2 𝑥
𝑑𝑥, cos𝑥 = 𝑡.

25.
∫︁

𝑥2

√
1− 𝑥2

𝑑𝑥, 𝑥 = sin 𝑡. 26.
∫︁

1

𝑒𝑥 + 1
𝑑𝑥, 𝑥 = − ln 𝑡.

Застосовуючи формулу iнтегрування частинами, знайти iнтеграли:

27.
∫︁

ln𝑥 𝑑𝑥. 28.
∫︁

ln2 𝑥 𝑑𝑥.

29.
∫︁

arctg 𝑥 𝑑𝑥. 30.
∫︁

arcsin𝑥 𝑑𝑥.

31.
∫︁

𝑥 sin𝑥 𝑑𝑥. 32.
∫︁

𝑥 cos 2𝑥 𝑑𝑥.

33.
∫︁

𝑥

𝑒𝑥
𝑑𝑥. 34.

∫︁
ln(𝑥+

√
𝑥2 + 1) 𝑑𝑥.

35.
∫︁ (︀

𝑥2 + 2𝑥+ 3
)︀
sin𝑥 𝑑𝑥. 36.

∫︁ (︀
𝑥3 + 2

)︀
𝑒𝑥 𝑑𝑥.

37.
∫︁

𝑥

cos2 𝑥
𝑑𝑥. 38.

∫︁
𝑥 sin𝑥 cos𝑥 𝑑𝑥.

Застосовуючи рiзнi методи, знайти iнтеграли:

39.
∫︁

𝑥3𝑒𝑥
2

𝑑𝑥. 40.
∫︁

𝑒
√
𝑥 𝑑𝑥.

41.
∫︁

arcsin
√
𝑥√

1− 𝑥
𝑑𝑥. 42.

∫︁
ln(ln𝑥)

𝑥
𝑑𝑥.

43.
∫︁

(arcsin𝑥)2 𝑑𝑥. 44.
∫︁

sin(ln𝑥) 𝑑𝑥.

45.
∫︁

𝑥2 arctg 𝑥 𝑑𝑥. 46.
∫︁ √

𝑎2 − 𝑥2 𝑑𝑥.
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Знайти iнтеграли вiд дробово-рацiональних функцiй:

47.
∫︁

4𝑥2 + 5𝑥+ 3

(𝑥+ 2)(𝑥2 − 1)
𝑑𝑥. 48.

∫︁
𝑥4

𝑥4 − 10𝑥2 + 9
𝑑𝑥.

49.
∫︁

𝑥2 + 5

(𝑥− 2)(𝑥+ 1)2
𝑑𝑥. 50.

∫︁
𝑥2 + 2𝑥+ 2

𝑥4 + 𝑥3
𝑑𝑥.

51.
∫︁

3𝑥2 + 2𝑥+ 4

(𝑥+ 1)(𝑥2 + 4)
𝑑𝑥. 52.

∫︁
4𝑥2 + 5𝑥+ 3

(𝑥− 1)(𝑥2 + 2𝑥+ 3)
𝑑𝑥.

Знайти iнтеграли вiд тригонометричних функцiй:

53.
∫︁

sin3 𝑥

4 + cos2 𝑥
𝑑𝑥. 54.

∫︁
𝑑𝑥

3 cos2 𝑥+ 4 sin2 𝑥
.

55.
∫︁

sin2 𝑥

cos𝑥(4− sin2 𝑥)
𝑑𝑥. 56.

∫︁
𝑑𝑥

5 + 4 sin𝑥
.

57.
∫︁

sin𝑥+ cos𝑥

3 + sin 2𝑥
𝑑𝑥. 58.

∫︁
sin𝑥

2 + sin 𝑥
𝑑𝑥.

59.
∫︁

sin2 𝑥 cos5 𝑥 𝑑𝑥. 60.
∫︁

sin2 𝑥 cos4 𝑥 𝑑𝑥.

61.
∫︁

sin3 𝑥 cos4 𝑥 𝑑𝑥. 62.
∫︁

sin 3𝑥 cos 5𝑥 𝑑𝑥.

63.
∫︁

cos 6𝑥 cos 4𝑥 𝑑𝑥. 64.
∫︁

sin𝑥 sin 7𝑥 𝑑𝑥.

Знайти iнтеграли вiд iррацiональних функцiй:

65.
∫︁

𝑑𝑥

2 +
√
𝑥+ 2

. 66.
∫︁

3
√
𝑥

𝑥+ 3
√
𝑥− 2

𝑑𝑥.

67.
∫︁

4
√
𝑥

1 +
√
𝑥
𝑑𝑥. 68.

∫︁ √︂
𝑥+ 1

𝑥− 1
𝑑𝑥.

69.
∫︁ √︀

9− 𝑥2 𝑑𝑥. 70.
∫︁ √

𝑥2 − 16 𝑑𝑥.

71.
∫︁ √

𝑥2 + 1

𝑥
𝑑𝑥. 72.

∫︁ √︀
𝑥2 + 𝑥 𝑑𝑥.

73.
∫︁

𝑑𝑥

(1− 𝑥2)
√
1 + 𝑥2

. 74.
∫︁

𝑑𝑥

(25 + 𝑥2)
√
25 + 𝑥2

.

75.
∫︁

3
√︀

1 +
√
𝑥

𝑥
3
√
𝑥2

𝑑𝑥. 76.
∫︁

3
√︀

1 +
√
𝑥

𝑥
3
√
𝑥2

𝑑𝑥.

77.
∫︁ √︀

1 + 3
√
𝑥

𝑥
√
𝑥

𝑑𝑥. 78.
∫︁

3
√︀

1 + 3
√
𝑥

𝑥
9
√
𝑥4

𝑑𝑥.
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Тема 8

Визначений iнтеграл

8.1. Побудова визначеного iнтеграла
Нехай функцiя 𝑓(𝑥) визначена на вiдрiзку [𝑎, 𝑏].
Розiб’ємо вiдрiзок [𝑎, 𝑏] довiльним чином на частини точками

𝑥0 = 𝑎 < 𝑥1 < 𝑥2 < . . . < 𝑥𝑛−1 < 𝑥𝑛 = 𝑏.

Позначимо Δ𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1. На кожному вiдрiзку [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] виберемо по довiльнiй точцi
𝜉𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] i утворимо суму

𝜎 = 𝑓(𝜉1)Δ𝑥1 + 𝑓(𝜉2)Δ𝑥2 + · · ·+ 𝑓(𝜉𝑛)Δ𝑥𝑛 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖. (8.1.1)

Суму 𝜎 називають iнтегральною сумою для функцiї 𝑓(𝑥) на вiдрiзку [𝑎, 𝑏]. Геометри-
чний змiст iнтегральної суми очевидний — для невiд’ємної функцiї 𝑓(𝑥) сума 𝜎 дорiвнює
площi ступiнчастої фiгури (рис. 1). Очевидно також, що сума 𝜎 залежить вiд способу
розбивки вiдрiзка [𝑎, 𝑏] на частини та вiд способу вибору точок 𝜉𝑖.

Рис. 43

Позначимо через 𝜆 найбiльшу з довжин вiдрiзкiв [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖]:

𝜆 = max
16𝑖6𝑛

{Δ𝑥𝑖}.

Означення 44. Якщо iснує скiнченна границя 𝐼 суми 𝜎 при 𝜆 → 0

𝐼 = lim
𝜆→0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖
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i ця границя 𝐼 не залежить нi вiд способу розбивки вiдрiзка [𝑎, 𝑏] на частини, нi вiд
способу вибору точок 𝜉𝑖, то її називають визначеним iнтегралом вiд функцiї 𝑓(𝑥)
по [𝑎, 𝑏] i позначають символом

𝐼 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥. (8.1.2)

Функцiю 𝑓(𝑥) при цьому називають iнтегровною на [𝑎, 𝑏] функцiєю, числа 𝑎 i 𝑏 нази-

вають вiдповiдно нижньою та верхньою межею iнтегрування, 𝑥 — змiнною iнтегру-
вання.

Визначений iнтеграл являє собою число, яке однозначно визначається пiдiнтеграль-
ною функцiєю 𝑓(𝑥) та межами iнтегрування 𝑎 i 𝑏. Звiдси випливає, що визначений
iнтеграл не залежить вiд вибору позначення аргументу пiдiнтегральної функцiї, тобто
вiд позначення змiнної iнтегрування:

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝜉)𝑑𝜉 та iн.

8.2. Умови iснування визначеного iнтеграла

8.2.1. Необхiдна умова iснування

Теорема 15 (Необхiдна умова iнтегровностi функцiї). Якщо функцiя 𝑓(𝑥) iнтегровна
на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], то вона обмежена на цьому вiдрiзку.

Справдi, якби функцiя 𝑓(𝑥) не була обмеженою на [𝑎, 𝑏], то за рахунок вибору точки 𝜉
можна було б отримати наскiльки завгодно велике за абсолютною величиною значення
𝑓(𝜉) i зробити iнтегральну суму за абсолютною величиною наскiльки завгодно великою.
А це означає, що iнтегральна сума 𝜎 при 𝜆 → 0 скiнченної границi не має, тобто для
необмеженої функцiї визначений iнтеграл не iснує.

З а у в аженн я. Обернене твердження не справджується. Не кожна обмежена фун-
кцiя є iнтегровною. Як приклад розглянемо функцiю Дiрiхле

𝐷(𝑥) =

{︂
1, якщо x рацiональне число;
0, якщо x iррацiональне число.

Побудуємо iнтегральнi суми для функцiї 𝐷(𝑥) на вiдрiзку [0; 1]. Якщо за точки 𝜉𝑖 вi-
зьмемо точки рацiональнi, то

𝜎 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐷(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖 = 1,

якщо вибрати 𝜉𝑖 iррацiональними, то

𝜎 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝐷(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖 = 0

для будь-якого способу розбиття вiдрiзка [0; 1] на частини. Як бачимо, границя iнте-
гральної суми при 𝜆 → 0 залежить вiд способу вибору точок 𝜉𝑖, тобто для функцiї 𝐷(𝑥)
визначений iнтеграл не iснує, функцiя 𝐷(𝑥) не є iнтегровною.

Достатнi умови iнтегровностi функцiї ґрунтуються на поняттi сум Дарбу.
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8.2.2. Суми Дарбу та їх властивостi

Нехай функцiя 𝑓(𝑥) визначена i обмежена на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] i нехай 𝑥0 = 𝑎 < 𝑥1 <
. . . < 𝑥𝑛−1 < 𝑥𝑛 = 𝑏 — деяке його розбиття. Позначимо через 𝑚𝑖 та 𝑀𝑖 точну нижню та
точну верхню гранi значень функцiї на вiдрiзку [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] i складемо суми

𝑆 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑀𝑖Δ𝑥𝑖, 𝑠 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑚𝑖Δ𝑥𝑖.

Суми 𝑆 i 𝑠 називають вiдповiдно верхньою та нижньою iнтегральними сумами Дар-
бу або верхньою i нижньою сумами Дарбу для даного розбиття вiдрiзка [𝑎, 𝑏]. Оскiльки
𝑚𝑖 6 𝑓(𝜉𝑖) 6 𝑀𝑖, 𝜉𝑖 ∈ [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖], то

𝑠 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑚𝑖Δ𝑥𝑖 6
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑓(𝜉𝑖)Δ𝑥𝑖 6
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑀𝑖Δ𝑥𝑖 = 𝑆,

тобто для одного й того самого розбиття iнтегральнi суми задовольняють нерiвнiсть

𝑠 6 𝜎 6 𝑆. (8.2.1)

Суми Дарбу мають простий геометричний змiст. Для невiд’ємної неперервної на
[𝑎, 𝑏] функцiї 𝑓(𝑥) верхня сума Дарбу дорiвнює площi ступiнчастої фiгури, що мiстить
криволiнiйну трапецiю — фiгуру, обмежену графiком функцiї 𝑓(𝑥), вiссю 𝑂𝑥 i прямими
𝑥 = 𝑎 та 𝑥 = 𝑏 (рис. 44). Нижня сума Дарбу дорiвнює площi ступiнчастої фiгури, що
мiститься у вказанiй криволiнiйнiй трапецiї (рис. 45). На рис. 43, 44 i 45 зображено
графiк однiєї й тiєї самої функцiї при одному й тому самому способi розбиття вiдрiзка
[𝑎, 𝑏] на частини. Зв’язок (8.2.1) мiж iнтегральними сумами — очевидний.

Рис. 44 Рис. 45

Суми Дарбу мають такi властивостi:

1∘. Iз збiльшенням кiлькостi точок подiлу вiдрiзка на частини верхня сума не
збiльшується, нижня сума не зменшується.

2∘. Будь-яка нижня сума Дарбу не перевищує будь-якої верхньої суми Дарбу, на-
вiть якщо вони вiдповiдають рiзним способам розбиття вiдрiзка на частини.

3∘. Множина {𝑆} верхнiх сум Дарбу для даної функцiї 𝑓(𝑥) обмежена знизу, мно-
жина нижнiх сум Дарбу обмежена зверху, причому точна верхня грань множини
{𝑠} не перевищує точну нижню грань множини {𝑆}.

Теорема 16. Для того, щоб обмежена на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] функцiя була iнтегровною на
цьому вiдрiзку, необхiдно i достатньо, щоб

lim
𝜆→0

(𝑆 − 𝑠) = 0.
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Величину 𝜔𝑖 = 𝑀𝑖 − 𝑚𝑖 називають коливанням функцiї 𝑓(𝑥) на вiдрiзку [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖].
Необхiдну i достатню умову iнтегровностi функцiї можна записати i у виглядi

lim
𝜆→0

𝜔𝑖Δ𝑥𝑖 = 0.

Геометрична iлюстрацiя рiзницi 𝑆−𝑠 = 𝜔𝑖Δ𝑥𝑖 для невiд’ємної неперервної функцiї 𝑓(𝑥)
показана на рис. 46. Величина 𝑆−𝑠 дорiвнює сумi площ заштрихованих прямокутникiв.
На рис. 47 можна вiдслiдкувати поведiнку рiзницi 𝑆− 𝑠 iз збiльшенням кiлькостi точок
подiлу вiдрiзка на частини (на рис. 46 точок подiлу на одну менше, нiж на рис. 47).
Неважко бачити, що рiзниця 𝑆 − 𝑠 на рис. 46 бiльша, нiж на рис. 47.

Рис. 46 Рис. 47

8.2.3. Основнi класи iнтегровних функцiй

Вкажемо основнi класи функцiй, для яких iснує визначений iнтеграл:
1. Якщо функцiя 𝑓(𝑥) неперервна на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], то вона iнтегровна на цьому

вiдрiзку.

2. Якщо функцiя 𝑓(𝑥) неперервна на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] всюди, за винятком скiнченно-
го числа точок, якi є точками розриву першого роду, то вона iнтегровна на цьому
вiдрiзку.

3. Якщо функцiя 𝑓(𝑥) обмежена i монотонна на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], то вона iнтегровна
на цьому вiдрiзку.

8.3. Властивостi визначеного iнтеграла
Властивостi, що виражаються рiвностями:

1∘.

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = −
𝑎∫︁

𝑏

𝑓(𝑥)𝑑𝑥. Зокрема,
𝑎∫︁

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0.

2∘. Якщо функцiя 𝑓(𝑥) iнтегровна на кожному з промiжкiв [𝑎, 𝑐], [𝑐, 𝑏],
то вона iнтегровна i на промiжку [𝑎, 𝑏] i

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑐∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥+

𝑏∫︁
𝑐

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.
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3∘. Сталий множник можна винести за знак iнтеграла:

𝑏∫︁
𝑎

𝑘𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑘

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

4∘. Якщо функцiї 𝑓(𝑥) i 𝑔(𝑥) — iнтегровнi на [𝑎, 𝑏], то iнтегровною на [𝑎, 𝑏] є i їхня сума
𝑓(𝑥)± 𝑔(𝑥) i

𝑏∫︁
𝑎

[︀
𝑓(𝑥)± 𝑔(𝑥)

]︀
𝑑𝑥 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥±
𝑏∫︁

𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑥.

За у в аженн я. Властивiсть 4∘ справджується для будь-якого скiнченного числа до-
данкiв.

Властивостi, що виражаються нерiвностями.
Тут i далi ми вважаємо, що 𝑎 < 𝑏 i що всi iнтеграли, про якi йтиме мова, iснують.

5∘. Якщо 𝑓(𝑥) > 0, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], то
𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 > 0.

6∘. Якщо 𝑓(𝑥) > 𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], то

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 >

𝑏∫︁
𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑥.

7∘. Якщо функцiя 𝑓(𝑥) iнтегровна на [𝑎, 𝑏], то на [𝑎, 𝑏] iнтегровною є i функцiя |𝑓(𝑥)| i⃒⃒⃒⃒
⃒⃒

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 6

𝑏∫︁
𝑎

|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥.

8∘. Якщо 𝑚 i 𝑀 — найменше та найбiльше значення функцiї 𝑓(𝑥) на [𝑎, 𝑏], то

𝑚(𝑏− 𝑎) 6

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 6 𝑀(𝑏− 𝑎).

8.4. Теорема про середнє значення
Теорема 17. Якщо функцiя 𝑓(𝑥) неперервна на вiдрiзку [𝑎, 𝑏], то на цьому вiдрiзку
iснує точка 𝑐 така, що

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑐)(𝑏− 𝑎).

Число

𝜇 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏− 𝑎
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називають середнiм значенням функцiї 𝑓(𝑥) на вiдрiзку [𝑎, 𝑏]. Якщо функцiя 𝑓(𝑥) не-
перервна на [𝑎, 𝑏], то вона на цьому вiдрiзку набуває свого найменшого та найбiльшого
значення. Позначимо їх через 𝑚 i 𝑀 вiдповiдно:

𝑚 6 𝑓(𝑥) 6 𝑀.

Iз властивостi 8∘ визначеного iнтеграла випливає, що середнє значення функцiї 𝑓(𝑥) на
вiдрiзку [𝑎, 𝑏] знаходиться мiж числами 𝑚 i 𝑀 :

𝑚(𝑏− 𝑎) 6

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 6 𝑀(𝑏− 𝑎) ⇒ 𝑚 6

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏− 𝑎
= 𝜇 6 𝑀.

Оскiльки функцiя 𝑓(𝑥) неперервна, то за другою теоремою Больцано-Кошi вона запов-
нює промiжок [𝑚,𝑀 ] суцiльним чином, тобто на промiжку [𝑎, 𝑏] знайдеться така точка
𝑐, що

𝑓(𝑐) = 𝜇 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝑏− 𝑎
, або

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑓(𝑐)(𝑏− 𝑎).

Теорема про середнє значення має такий геометричний змiст:

Рис. 48

Для невiд’ємної неперервної на вiдрiзку [𝑎, 𝑏]
функцiї на цьому вiдрiзку знайдеться точка 𝑐
така, що площа прямокутника, основою яко-
го є вiдрiзок [𝑎, 𝑏] i висота якого дорiвнює
ординатi 𝑓(𝑐), дорiвнюватиме площi криволi-
нiйної фiгури, обмеженої графiком функцiї,
вiссю 𝑂𝑥, прямими 𝑥 = 𝑎 i 𝑥 = 𝑏 (на рис. 48
площа прямокутника 𝐴𝑀𝑁𝐵 дорiвнює пло-
щi фiгури 𝐴𝐸𝐷𝐵).

8.5. Iнтеграл зi змiнною верхньою межею
Нехай функцiя 𝑓(𝑥) iнтегровна на промiжку [𝑎, 𝑏]. Розглянемо iнтеграл виду

Φ(𝑥) =

𝑥∫︁
𝑎

𝑓(𝑡)𝑑𝑡,

де верхня межа 𝑥 є змiнною величиною. Функцiя Φ(𝑥) є визначеною на вiдрiзку [𝑎, 𝑏].
Вона має такi властивостi:

Твердження 8.5. 1. Функцiя Φ(𝑥) неперервна.
Прирiст функцiї Φ(𝑥) має вигляд

ΔΦ(𝑥) =

𝑥+Δ𝑥∫︁
𝑎

𝑓(𝑡)𝑑𝑡−
𝑥∫︁

𝑎

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑥+Δ𝑥∫︁
𝑥

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝜇 ·Δ𝑥,

де 𝜇 — середнє значення функцiї 𝑓(𝑥) на промiжку [𝑥, 𝑥+Δ𝑥]. Оскiльки 𝑓(𝑥) — iнтегров-
на, то вона обмежена i 𝑚 6 𝜇 6 𝑀 . Якщо Δ𝑥 → 0, то ΔΦ(𝑥) = 𝜇 ·Δ𝑥 → 0 як добуток
обмеженої i нескiнченно малої величин. А це означає, що функцiя Φ(𝑥) неперервна.
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Твердження 8.5. 2. Якщо функцiя 𝑓(𝑥) неперервна, то функцiя Φ(𝑥) диференцi-
йовна i

Φ′(𝑥) =

⎛⎝ 𝑥∫︁
𝑎

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

⎞⎠′

= 𝑓(𝑥).

Якщо функцiя 𝑓(𝑥) неперервна, то

ΔΦ(𝑥) =

𝑥+Δ𝑥∫︁
𝑥

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑓(𝑐) ·Δ𝑥,

де 𝑐 — точка з промiжку [𝑥, 𝑥+Δ𝑥]. Знайдемо границю

lim
Δ𝑥→0

ΔΦ(𝑥)

Δ𝑥
= lim

Δ𝑥→0

𝑓(𝑐) ·Δ𝑥

Δ𝑥
= lim

Δ𝑥→0
𝑓(𝑐) = 𝑓(𝑥).

Тобто iснує похiдна Φ′(𝑥) i вона дорiвнює 𝑓(𝑥).
Таким чином, ми встановили, що будь-яка неперервна на вiдрiзку [𝑎, 𝑏] функцiя 𝑓(𝑥)

має на цьому вiдрiзку первiсну. Функцiя

Φ(𝑥) =

𝑥∫︁
𝑎

𝑓(𝑡)𝑑𝑡

є однiєю з них.

8.6. Формула Ньютона - Лейбнiца
Усi первiснi функцiї 𝑓(𝑥) вiдрiзняються на сталу: якщо 𝐹 (𝑥) — деяка первiсна фун-

кцiї 𝑓(𝑥), то

Φ(𝑥) =

𝑥∫︁
𝑎

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐹 (𝑥) + 𝐶.

Сталу 𝐶 знайдемо з умови

Φ(𝑎) =

𝑎∫︁
𝑎

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 0 = 𝐹 (𝑎) + 𝐶, тобто 𝐶 = −𝐹 (𝑎).

Отже, ми встановили, що
𝑥∫︁

𝑎

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 = 𝐹 (𝑥)− 𝐹 (𝑎). Покладемо в останнiй рiвностi 𝑥 = 𝑏

i отримаємо формулу для обчислення визначеного iнтеграла

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑏)− 𝐹 (𝑎), (8.6.1)

де 𝐹 (𝑥) — яка-небудь первiсна функцiї 𝑓(𝑥). Формулу (8.6.1) називають формулою Нью-
тона - Лейбнiца.
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Рiзницю 𝐹 (𝑏)−𝐹 (𝑎) прийнято позначати символом 𝐹 (𝑥)
⃒⃒⃒𝑏
𝑎
. У цих позначеннях фор-

мула (8.6.1) набуває вигляду
𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐹 (𝑥)
⃒⃒⃒𝑏
𝑎
.

П р и к л а д 1.

𝜋∫︁
0

sin𝑥 𝑑𝑥 = − cos𝑥
⃒⃒⃒𝜋
0
= −(cos𝜋 − cos 0) = −(−1− 1) = 2.

П р и к л а д 2.

1∫︁
0

(3𝑥2 + 2) 𝑑𝑥 = (𝑥3 + 2𝑥)
⃒⃒⃒1
0
= 3− 0 = 3.

П р и к л а д 3.

1∫︁
−1

𝑑𝑥

1 + 𝑥2
= arctg 𝑥

⃒⃒⃒1
−1

=
𝜋

4
−
(︁
−𝜋

4

)︁
=

𝜋

2
.

За у в аженн я. Формула Ньютона - Лейбнiца була отримана за умови, що пiдiнте-
гральна функцiя є неперервною. Нижче ми покажемо, що її можна використовувати i
для деяких розривних функцiй (див. параграф 8.9, с. 127).

8.7. Замiна змiнної у визначеному iнтегралi

Нехай потрiбно обчислити iнтеграл
𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥, де 𝑓(𝑥) — неперервна на промiжку

[𝑎, 𝑏] функцiя. Покладемо 𝑥 = 𝜙(𝑡), пiдпорядкувавши функцiю 𝜙(𝑡) таким вимогам:

1) 𝜙(𝑡) визначена i неперервна на промiжку [𝛼, 𝛽] i її значення не виходять за межi
промiжку [𝑎, 𝑏], коли 𝑡 змiнюється на промiжку [𝛼, 𝛽];

2) 𝜙(𝛼) = 𝑎, 𝜙(𝛽) = 𝑏;

3) на [𝛼, 𝛽] iснує неперервна похiдна 𝜙′(𝑡).

Тодi справджується формула

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

𝛽∫︁
𝛼

𝑓 (𝜙 (𝑡))𝜙′(𝑡)𝑑𝑡. (8.7.1)

З а у в аженн я 1. Для знаходження невизначеного iнтеграла замiною змiнної треба
було повертатися до старої змiнної. Для обчислення визначеного iнтеграла потреба в
цьому вiдпадає — обчисливши iнтеграл iз правої частини рiвностi (8.7.1), ми тим самим
обчислили i iнтеграл iз лiвої частини цiєї рiвностi.

П р и к л а д 1. Обчислити
1∫︁

−1

√︀
1− 𝑥2 𝑑𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я. Застосуємо пiдстановку 𝑥 = sin 𝑡, −𝜋

2
6 𝑡 6

𝜋

2
. Ця пiдстановка задоволь-

няє усi три висунутi вище вимоги: функцiя 𝜙(𝑡) = sin 𝑡 неперервна на промiжку
[︁
−𝜋

2
,
𝜋

2

]︁
, її
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значення не виходять за межi промiжку [−1; 1], коли 𝑡 перебiгає значення вiд 𝑡 = −𝜋

2
до 𝑡 =

𝜋

2
;

sin
(︁
−𝜋

2

)︁
= −1, sin

𝜋

2
= 1; на промiжку

[︁
−𝜋

2
,
𝜋

2

]︁
вона має неперервну похiдну 𝜙′(𝑡) = cos 𝑡.

Тодi

1∫︁
−1

√︀
1− 𝑥2 𝑑𝑥 =

𝜋
2∫︁

−𝜋
2

√︀
1− sin2 𝑡 cos 𝑡 𝑑𝑡 =

𝜋
2∫︁

−𝜋
2

| cos 𝑡| cos 𝑡 𝑑𝑡 =

𝜋
2∫︁

−𝜋
2

cos2 𝑡 𝑑𝑡 =

=

𝜋
2∫︁

−𝜋
2

1 + cos 2𝑡

2
𝑑𝑡 ==

1

2

(︂
𝑡+

sin 2𝑡

2

)︂ ⃒⃒⃒𝜋
2

−𝜋
2

=
𝜋

2
.

За у в аженн я 2. Використовуючи формули (8.7.1), треба перевiряти виконання
вимог 1 – 3, що висуваються до функцiї 𝑥 = 𝜙(𝑡). У разi їх порушення може бути
отриманий неправильний результат.

Наведемо з цього приводу приклад, запозичений нами у [?] (див. [?], с. 195):

П р и к л а д 2. Обчислити
𝜋∫︁

0

𝑑𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я. Маємо
𝜋∫︁

0

𝑑𝑥 = 𝑥
⃒⃒⃒𝜋
0
= 𝜋.

З iншого боку,
𝜋∫︁

0

𝑑𝑥 =

𝜋∫︁
0

1

sin2 𝑥+ cos2 𝑥
𝑑𝑥 =

𝜋∫︁
0

1

cos2 𝑥(1 + tg2 𝑥)
𝑑𝑥.

Пiдстановка tg 𝑥 = 𝑡 формально приводить до такого результату:

𝜋∫︁
0

𝑑𝑥 =

𝜋∫︁
0

𝑑(tg 𝑥)

1 + tg2 𝑥
=

0∫︁
0

𝑑𝑡

1 + 𝑡2
= 0.

Отримано неправильний результат, оскiльки 𝜋 ̸= 0. Це сталося тому, що функцiя 𝑡 = tg 𝑥

розривна в точцi 𝑥 =
𝜋

2
, тобто не виконуються вищевказанi умови 1 – 3.

Для обчислення визначених iнтегралiв у симетричних вiдносно нуля межах, тобто

iнтегралiв виду
𝑎∫︁

−𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥, доцiльно використовувати такi правила:

1)
𝑎∫︁

−𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 2

𝑎∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥, якщо 𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥);

2)
𝑎∫︁

−𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 0, якщо 𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥).

П р и к л а д 3. Обчислити iнтеграл
1∫︁

−1

𝑥√
1 + 𝑥4

𝑑𝑥.
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Р о з в ’ я з а н н я. Результат очевидний: оскiльки пiдiнтегральна функцiя непарна, то

1∫︁
−1

𝑥√
1 + 𝑥4

𝑑𝑥 = 0.

8.8. Формула iнтегрування частинами
Якщо функцiї 𝑢 i 𝑣 мають неперервнi похiднi на промiжку [𝑎, 𝑏], то справджується

формула
𝑏∫︁

𝑎

𝑢 𝑑𝑣 = 𝑢𝑣
⃒⃒⃒𝑏
𝑎
−

𝑏∫︁
𝑎

𝑣 𝑑𝑢. (8.8.1)

Формулу (8.8.1) називають формулою iнтегрування частинами у визначеному iнте-
гралi.

П р и к л а д 1. Обчислити iнтеграл
1∫︁

0

arctg 𝑥 𝑑𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я.

1∫︁
0

arctg 𝑥 𝑑𝑥 =

⎧⎨⎩ 𝑢 = arctg 𝑥, 𝑑𝑣 = 𝑑𝑥

𝑑𝑢 =
𝑑𝑥

1 + 𝑥2
, 𝑣 = 𝑥

⎫⎬⎭ = 𝑥 arctg 𝑥
⃒⃒⃒1
0
−

1∫︁
0

𝑥 𝑑𝑥

𝑥2 + 1
=

=
𝜋

4
− ln(𝑥2 + 1)

2

⃒⃒⃒1
0
=

𝜋

4
− ln 2

2
.

П р и к л а д 2. Обчислити iнтеграл
𝜋∫︁

0

𝑥 sin𝑥 𝑑𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я.
𝜋∫︁

0

𝑥 sin𝑥 𝑑𝑥 =

{︂
𝑢 = 𝑥, 𝑑𝑣 = sin𝑥 𝑑𝑥
𝑑𝑢 = 𝑑𝑥, 𝑣 = − cos𝑥

}︂
= −𝑥 cos𝑥

⃒⃒⃒𝜋
0
+

𝜋∫︁
0

cos𝑥 𝑑𝑥 = 𝜋.

8.9. Поняття невласного iнтеграла
При побудовi визначеного iнтеграла як границi iнтегральних сум передбачається, що

пiдiнтегральна функцiя є обмеженою, а промiжок iнтегрування є скiнченним. При по-
рушеннi хоча б однiєї iз цих умов означення визначеного iнтеграла втрачає сенс. Проте,
поняття визначеного iнтеграла можна узагальнити i на цi випадки. Такi узагальнення
називають невласними iнтегралами.
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8.9.1. Невласнi iнтеграли з нескiнченними межами iнтегрування

Означення 45. Нехай функцiя 𝑓(𝑥) визначена на промiжку [𝑎,+∞) i є iнтегров-
ною на промiжку [𝑎,𝑅] для будь-якого 𝑅 > 𝑎. Скiнченну або нескiнченну границю

lim
𝑅→+∞

𝑅∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 (8.9.1)

називають невласним iнтегралом першого роду i позначають символом

+∞∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥. (8.9.2)

Тобто за означенням
+∞∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim
𝑅→+∞

𝑅∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Якщо границя (8.9.1) iснує i скiнченна, то кажуть, що iнтеграл (8.9.2) збiгається;
якщо границя (8.9.1) не iснує або нескiнченна, то кажуть, що iнтеграл (8.9.2) розбiгає-
ться.

Аналогiчно вводиться поняття iнтеграла з нижньою нескiнченною межею:

𝑎∫︁
−∞

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim
𝑅→−∞

𝑎∫︁
𝑅

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Iнтеграл з обома нескiнченними границями розумiють як суму

+∞∫︁
−∞

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑎∫︁
−∞

𝑓(𝑥)𝑑𝑥+

+∞∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥, (8.9.3)

де 𝑎 — будь-яке число. Кажуть, що iнтеграл
+∞∫︁

−∞

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 збiгається, якщо збiгається кожен

iз iнтегралiв-доданкiв з правої частини рiвностi (8.9.3).

П р и к л а д 1. Iнтеграл
+∞∫︁
0

𝑑𝑥

1 + 𝑥2
збiгається, оскiльки границя

lim
𝑅→+∞

𝑅∫︁
0

𝑑𝑥

1 + 𝑥2
= lim

𝑅→+∞
arctg 𝑥

⃒⃒⃒𝑅
0
= lim

𝑅→+∞
arctg𝑅 =

𝜋

2

iснує i скiнченна, тобто
+∞∫︁
0

𝑑𝑥

1 + 𝑥2
=

𝜋

2
.

128



П р и к л а д 2. Iнтеграл
+∞∫︁
1

𝑑𝑥

𝑥
розбiгається, оскiльки

lim
𝑅→+∞

𝑅∫︁
1

𝑑𝑥

𝑥
= lim

𝑅→+∞
ln𝑥
⃒⃒⃒𝑅
1
= +∞.

П р и к л а д 3. Iнтеграл
+∞∫︁
0

cos𝑥 𝑑𝑥 розбiгається: границя lim
𝑅→+∞

𝑅∫︁
0

cos𝑥 𝑑𝑥 =

= lim
𝑅→+∞

sin𝑅 не iснує.

П р и к л а д 4. Iнтеграл
+∞∫︁

−∞

𝑒𝑥𝑑𝑥 розбiгається:

+∞∫︁
−∞

𝑒𝑥𝑑𝑥 =

𝑎∫︁
−∞

𝑒𝑥𝑑𝑥+

+∞∫︁
𝑎

𝑒𝑥𝑑𝑥,

а iнтеграл
+∞∫︁
𝑎

𝑒𝑥𝑑𝑥, як це неважко показати, є розбiжним.

Твердження 8.9. 1. Якщо iнтеграл
+∞∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 збiгається, то lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥) = 0.

Ця умова є необхiдною, але не достатньою. При невиконаннi цiєї умови iнтеграл
розбiгається. Звертаємо увагу на приклади 1 i 2 цього параграфа: ця умова виконана в
обох прикладах, але збiжним є iнтеграл лише у прикладi 1. У прикладах 3 i 4 ця умова
не виконана. Iнтеграли в цих прикладах є розбiжними.

П р и к л а д 5. Iнтеграл
+∞∫︁
0

𝑥2√
1 + 𝑥4

𝑑𝑥 розбiгається, оскiльки

lim
𝑥→+∞

𝑥2√
1 + 𝑥4

= 1 ̸= 0.

8.9.2. Невласнi iнтеграли вiд необмежених функцiй

Означення 46. Нехай функцiя 𝑓(𝑥) визначена на промiжку [𝑎, 𝑏) i є iнтегровною
на будь-якому з промiжкiв [𝑎, 𝑏−𝛿], де 𝛿 — додатне число: 0 < 𝛿 < 𝑏−𝑎, i нехай функцiя
𝑓(𝑥) необмежена на промiжку [𝑏− 𝛿, 𝑏]. Точку 𝑏 називають особливою точкою.

Скiнченну або нескiнченну границю

lim
𝛿→+0

𝑏−𝛿∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 (8.9.4)

називають невласним iнтегралом другого роду i позначають символом

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥. (8.9.5)
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Тобто для необмеженої функцiї 𝑓(𝑥) за означенням маємо

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim
𝛿→+0

𝑏−𝛿∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Якщо границя (8.9.4) iснує i скiнченна, то кажуть, що iнтеграл (8.9.5) збiгається;
якщо границя (8.9.4) не iснує або нескiнченна, то кажуть, що iнтеграл (8.9.5) розбiгає-
ться.

Аналогiчно вводиться поняття невласного iнтеграла, коли особливою точкою є ни-
жня межа iнтегрування — точка 𝑎:

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim
𝛿→+0

𝑏∫︁
𝑎+𝛿

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Якщо особливими є обидвi межi iнтегрування, то iнтеграл подають у виглядi суми

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =

𝑐∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥+

𝑏∫︁
𝑐

𝑓(𝑥)𝑑𝑥, (8.9.6)

де 𝑐 ∈ (𝑎, 𝑏). При цьому кажуть, що iнтеграл по промiжку [𝑎, 𝑏] збiгається, якщо збiга-
ється кожний з iнтегралiв у правiй частинi рiвностi (8.9.6). Якщо хоча б один iз них
розбiгається, то iнтеграл по промiжку [𝑎, 𝑏] розбiгається.

Якщо особлива точка 𝑐 є внутрiшньою точкою промiжку [𝑎, 𝑏], то iнтеграл
𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

подають у виглядi суми (8.9.6); його називають збiжним, якщо є збiжними iнтеграли
𝑐∫︁

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 i
𝑏∫︁

𝑐

𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

П р и к л а д 6. Iнтеграл
1∫︁

0

𝑑𝑥√
1− 𝑥2

є невласним: lim
𝑥→1−0

1√
1− 𝑥2

= +∞, особливою точкою

є точка 𝑥 = 1. Знаходимо границю:

lim
𝛿→+0

1−𝛿∫︁
0

𝑑𝑥√
1− 𝑥2

= lim
𝛿→+0

arcsin(1− 𝛿) =
𝜋

2
.

П р и к л а д 7. Розглянемо iнтеграл
1∫︁

0

𝑑𝑥

𝑥
. Особливою точкою є 𝑥 = 0. Iнтеграл розбiгається,

оскiльки

lim
𝛿→+0

1∫︁
𝛿

𝑑𝑥

𝑥
= lim

𝛿→+0
ln𝑥
⃒⃒⃒1
𝛿
= +∞.

П р и к л а д 8. Дослiдимо на збiжнiсть iнтеграл
𝑎∫︁

0

𝑑𝑥

𝑥𝛼
.
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Зауважимо, що при 𝛼 6 0 iнтеграл iснує, оскiльки у цьому випадку вiн є звичайним ви-
значеним iнтегралом.

Перейдемо до розгляду випадку 𝛼 > 0.
У попередньому прикладi ми встановили, що при 𝛼 = 1 iнтеграл розбiгається.
Нехай тепер 𝛼 ̸= 1. Знаходимо границю

lim
𝛿→+0

𝑎∫︁
𝛿

𝑑𝑥

𝑥𝛼
= lim

𝛿→+0

𝑥1−𝛼

1− 𝛼

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑎

0

=

⎧⎨⎩ 𝑎1−𝛼

1− 𝛼
, якщо 𝛼 < 1;

+∞, якщо 𝛼 > 1.

Отже, маємо такий висновок: iнтеграл
𝑎∫︁

0

𝑑𝑥

𝑥𝛼
збiгається при 𝛼 < 1 i розбiгається при 𝛼 > 1.

8.9.3. Ознаки збiжностi невласних iнтегралiв

Тут ми обмежимося розглядом iнтегралiв вiд невiд’ємних функцiй1. При цьому,
безумовно, передбачається, що ф у н к ц i ї м а ю т ь в л а с т и в о с т i , в к а з а н i в
о з н а ч е н н я х 4 5 т а 4 6 н е в л а с н о г о i н т е г р а л а.

Невласнi iнтеграли першого роду.

Теорема 18. Нехай функцiї 𝑓(𝑥) i 𝑔(𝑥) задовольняють умову

0 6 𝑓(𝑥) 6 𝑔(𝑥).

Якщо iнтеграл
+∞∫︁
𝑎

𝑔(𝑥)𝑑𝑥 (B)

збiгається, то збiгається й iнтеграл

+∞∫︁
𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥; (A)

якщо iнтеграл (A) розбiгається, то iнтеграл (B) також розбiгається.

Теорема 19. Якщо iснує вiдмiнна вiд нуля скiнченна границя

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= 𝐾, (0 < 𝐾 < +∞),

то iнтеграли (A) i (B) збiгаються або розбiгаються одночасно.

Покладемо в теоремi 19 𝑔(𝑥) =
1

𝑥𝜆
. Неважко переконатись, що тодi iнтеграл (B) при

𝜆 > 1 збiгається, при 𝜆 6 1 iнтеграл (B) розбiгається. Звiдси отримуємо:
Н а с л i д о к. Якщо при 𝑥 → +∞ функцiя 𝑓(𝑥) задовольняє умову

𝑓(𝑥) ∼ 𝐾

𝑥𝜆
,

то при 𝜆 > 1 iнтеграл (A) збiгається, при 𝜆 6 1 iнтеграл (A) розбiгається.
1Ознаки збiжностi iнтегралiв для ширшого класу функцiй див., наприклад, у [?], c. 115 – 122, [?],

c. 522 – 539.
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П р и к л а д 9. Iнтеграл
+∞∫︁
0

𝑥
√
𝑥

1 + 𝑥2
𝑑𝑥 розбiгається, оскiльки при 𝑥 → +∞

𝑥
√
𝑥

1 + 𝑥2
∼ 1√

𝑥
=

1

𝑥1/2
.

П р и к л а д 10. Iнтеграл
+∞∫︁
1

𝑥 ln𝑥

(1 + 𝑥2)2
𝑑𝑥 є збiжним, оскiльки

𝑥 ln𝑥

(1 + 𝑥2)2
<

𝑥2

(1 + 𝑥2)2
, а

𝑥2

(1 + 𝑥2)2
∼ 1

𝑥2
при 𝑥 → +∞.

Невласнi iнтеграли другого роду.

Ми розглянемо невласнi iнтеграли
𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥, у яких особливою точкою є верхня

межа iнтегрування — точка 𝑏. Для цих iнтегралiв справджуються аналоги теорем 18 та
19, тiльки у вказаних теоремах в iнтегралах треба замiнити верхню межу +∞ межею
𝑏.

Враховуючи, що iнтеграл
𝑏∫︁

𝑎

1

(𝑏− 𝑥)𝛼
𝑑𝑥

збiгається при 𝛼 < 1 i розбiгається при 𝛼 > 1, можна отримати ознаку, зручну на
практицi.

Якщо при 𝑥 → 𝑏− 0 функцiя 𝑓(𝑥) задовольняє умову

𝑓(𝑥) ∼ 𝐾

(𝑏− 𝑥)𝛼
,

то при 𝛼 < 1 iнтеграл
𝑏∫︁

𝑎

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 збiгається; при 𝛼 > 1 цей iнтеграл розбiгається.

П р и к л а д 11. Дослiдити на збiжнiсть iнтеграл

𝜋
2∫︁

0

𝑑𝑥

sin𝑝 𝑥 cos𝑞 𝑥
.

Р о з в ’ я з а н н я. У даному iнтегралi особливими точками є 𝑥 = 0 i 𝑥 =
𝜋

2
. Подамо iнтеграл

у виглядi, наприклад, такої суми iнтегралiв:
𝜋
2∫︁

0

𝑑𝑥

sin𝑝 𝑥 cos𝑞 𝑥
=

𝜋
4∫︁

0

𝑑𝑥

sin𝑝 𝑥 cos𝑞 𝑥
+

𝜋
2∫︁

𝜋
4

𝑑𝑥

sin𝑝 𝑥 cos𝑞 𝑥

i дослiдимо збiжнiсть iнтегралiв iз правої частини рiвностi.

При 𝑥 → 0 sin𝑥 ∼ 𝑥, cos𝑥 → 1 i
1

sin𝑝 𝑥 cos𝑞 𝑥
∼ 1

𝑥𝑝
.

При 𝑥 → 𝜋

2
sin𝑥 → 1, cos𝑥 = sin

(︁𝜋
2
− 𝑥
)︁
∼
(︁𝜋
2
− 𝑥
)︁

i
1

sin𝑝 𝑥 cos𝑞 𝑥
∼ 1(︁𝜋

2
− 𝑥
)︁𝑞 .

На пiдставi отриманих результатiв робимо висновок, що iнтеграл збiгається за умови 𝑝 < 1,
𝑞 < 1. При 𝑝 > 1 або 𝑞 > 1 iнтеграл розбiгається.
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8.10. Застосування визначеного iнтеграла

8.10.1. Обчислення площi

1∘. П л о щ а в п р я м о к у т н и х к о о р д и н а т а х. Площа 𝑆 фiгури 𝐴1𝐴2𝐵2𝐵1

(рис. 7), обмеженої двома неперервними кривими 𝑦1(𝑥) i 𝑦2(𝑥) (𝑦2(𝑥) > 𝑦1(𝑥)) i двома
прямими 𝑥 = 𝑎 i 𝑥 = 𝑏 (𝑎 < 𝑏), дорiвнює:

𝑆 =

𝑏∫︁
𝑎

(𝑦2(𝑥)− 𝑦1(𝑥))𝑑𝑥. (8.10.1)

Рис. 49

2∘. П л о щ а , о б м е ж е н а к р и в о ю , з а д а н о ю в п а р а м е т р и ч н о м у
в и г л я д i . Якщо 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡) (0 6 𝑡 6 𝑇 ) — параметричнi рiвняння замкне-
ної кусочно-гладкої простої кривої 𝐶, яка точкою (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) iз збiльшенням параметра
𝑡 пробiгається в напрямку «проти ходу годинникової стрiлки» (рис. 50), то площа, обме-
жена кривою 𝐶, обчислюється за формулами:

𝑆 = −
𝑇∫︁

0

𝑦(𝑡)𝑥′(𝑡)𝑑𝑡 =

𝑇∫︁
0

𝑥(𝑡)𝑦′(𝑡)𝑑𝑡,

(8.10.2)
або

𝑆 =
1

2

𝑇∫︁
0

(︀
𝑥(𝑡)𝑦′(𝑡)− 𝑦(𝑡)𝑥′(𝑡)

)︀
𝑑𝑡. (8.10.3)

Рис. 50

3∘. П л о щ а в п о л я р н и х к о о р д и н а т а х .
Площа, обмежена неперервною кривою
𝜌 = 𝜌(𝜙) i двома променями 𝜙 = 𝛼, 𝜙 = 𝛽,
𝛼 < 𝛽 (рис. 51), дорiвнює

𝑆 =
1

2

𝛽∫︁
𝛼

𝜌2(𝜙)𝑑𝜙. (8.10.4)

Рис. 51

П р и к л а д 1. Обчислити площу, обмежену лiнiями 𝑦 = 𝑥2 i 𝑥+ 𝑦 = 2.

Р о з в ’ я з а н н я. Будуємо графiки вказаних лiнiй (рис. 52)
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Знаходимо координати точок перетину лiнiй:{︂
𝑦 = 𝑥2,
𝑥+ 𝑦 = 2.

⇒
{︂

𝑥 = 1, 𝑦 = 1;
𝑥 = −2, 𝑦 = 4.

Обчислюємо площу:

𝑆 =

1∫︁
−2

(︀
(2− 𝑥)− 𝑥2

)︀
𝑑𝑥 =

=

(︂
2𝑥− 𝑥2

2
− 𝑥3

3

)︂ ⃒⃒⃒1
−2

=

=

(︂
2− 1

2
− 1

3

)︂
−
(︂
−4− 2 +

8

3

)︂
=

9

2
.

Рис. 52

П р и к л а д 2. Обчислити площу, обмежену лiнiями:{︂
𝑥 = 2 cos 𝑡,
𝑦 = 6 sin 𝑡,

𝑦 = 3, (𝑦 > 3).

Р о з в ’ я з а н н я. Маємо випадок параметричного задання функцiї. Неважко бачити, що
крива 𝑥 = 2 cos 𝑡, 𝑦 = 6 sin 𝑡 — це елiпс, справдi:

𝑥

2
= cos 𝑡,

𝑦

6
= sin 𝑡 ⇒ 𝑥2

4
+

𝑦2

36
= 1.

Графiки заданих функцiй зображенi на рис. 53. Знаходимо точки перетину графiкiв зада-
них функцiй.

Розв’язуємо систему

Рис. 53

{︂
𝑦 = 3,
𝑦 = 6 sin 𝑡,

⇔ 6 sin 𝑡 = 3 ⇔ sin 𝑡 =
1

2
⇒

⇒ 𝑡 = (−1)𝑛
𝜋

6
+ 𝑛𝜋, 𝑛 ∈ Z.

Заданi функцiї 𝑥(𝑡) i 𝑦(𝑡) перiодичнi, їхнiй основний перiод —
𝑇 = 2𝜋. Коли параметр 𝑡 змiнюється в межах 0 6 𝑡 6 𝑇 , точка(︀
𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)

)︀
пробiгає елiпс «проти годинникової стрiлки» (напря-

мок руху вказано на рисунку стрiлкою).
Неважко бачити, що точцi 𝐴 (див. рис. 53) вiдповiдає зна-

чення 𝑡 =
𝜋

6
, точцi 𝐵 — значення 𝑡 =

5𝜋

6
.

Площу областi знайдемо, виходячи з таких мiркувань: область є симетричною вiдносно
осi 𝑂𝑦, тому достатньо обчислити площу 𝑆1 тiєї її частини, у якiй 𝑥 > 0. Обчислимо площу
областi, обмеженої вiссю 𝑂𝑦, дугою 𝐴𝐶 елiпса i прямою 𝑦 = 3. Оскiльки 𝑥 i 𝑦 рiвноправнi
змiннi, то

𝑆1 =

6∫︁
3

𝑥(𝑦)𝑑𝑦.

Параметричне задання рiвняння кривої вiдповiдає замiнi змiнної у визначеному iнтегралi:
якщо покласти 𝑦 = 6 sin 𝑡, то отримаємо, що 𝑥(𝑦(𝑡)) = 2 cos 𝑡. Обчислимо площу 𝑆1:

𝑆1 =

𝜋
2∫︁

𝜋
6

2 cos 𝑡 · 6 cos 𝑡 𝑑𝑡 = 12

𝜋
2∫︁

𝜋
6

cos2 𝑡 𝑑𝑡 = 6

𝜋
2∫︁

𝜋
6

(1 + cos 2𝑡) 𝑑𝑡 =

= 6
[︁ (︁𝜋

2
− 𝜋

6

)︁
−

sin 𝜋
3

2

]︁
= 2𝜋 − 3

√
3

2
.
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Оскiльки 𝑆 = 2𝑆1, то 𝑆 = 4𝜋 − 3
√
3.

П р и к л а д 3. Обчислити площу, обмежену елiпсом
𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1.

Р о з в ’ я з а н н я. Перейдемо до параметричного задання кривої, покладемо
𝑥 = 𝑎 cos 𝑡, 𝑦 = 𝑏 sin 𝑡, 𝑡 ∈ [0, 2𝜋]. При цьому точка пробiгає елiпс проти годинникової стрiлки.
Скористаємося формулою

𝑆 =
1

2

𝑇∫︁
0

(︀
𝑥(𝑡)𝑦′(𝑡)− 𝑦(𝑡)𝑥′(𝑡)

)︀
𝑑𝑡.

Знаходимо 𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥 = 𝑎𝑏(cos2 𝑡+ sin2 𝑡)𝑑𝑡 = 𝑎𝑏 · 𝑑𝑡,

𝑆 =
1

2

2𝜋∫︁
0

𝑎𝑏 𝑑𝑡 = 𝜋𝑎𝑏.

П р и к л а д 4. Обчислити площу, обмежену кардiоїдою 𝜌 = 1 + cos𝜙.

Р о з в ’ я з а н н я. Для того, щоб скористатися формулою (8.10.4), нам потрiбно знати межi
iнтегрування. Якщо межi не вказуються явно, то їх знаходять з умови 𝜌(𝜙) > 0, при цьому
вибирають розв’язки нерiвностi з промiжку [0, 2𝜋].

Знаходимо, що нерiвнiсть 1 + cos𝜙 > 0 справджується для

Рис. 54

будь-яких значень 𝜙, тобто кут 𝜙 змiнюється в межах 0 6 𝜙 6
2𝜋. Крива зображена на рис. 54.

Обчислюємо площу, обмежену кривою:

𝑆 =
1

2

2𝜋∫︁
0

(1 + cos𝜙)2𝑑𝜙 =

=
1

2

2𝜋∫︁
0

(1 + 2 cos𝜙+ cos2 𝜙)𝑑𝜙 =

=
1

2

⎛⎝2𝜋 +

2𝜋∫︁
0

1 + cos 2𝜙

2
𝑑𝜙

⎞⎠ =
3𝜋

2
.

8.10.2. Обчислення довжини дуги

1∘. Д о в ж и н а д у г и в п р я м о к у т н и х к о о р д и н а т а х. Довжина дуги
гладкої кривої

𝑦 = 𝑦(𝑥) (𝑎 6 𝑥 6 𝑏)

дорiвнює

𝑠 =

𝑏∫︁
𝑎

√︁
1 + 𝑦′2(𝑥) 𝑑𝑥. (8.10.5)

2∘. Д о в ж и н а д у г и к р и в о ї , з а д а н о ї п а р а м е т р и ч н о. Якщо рiвнян-
ня кривої 𝐶 мають вигляд

𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡) (𝑡1 6 𝑡 6 𝑡2),
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де функцiї 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) мають неперервнi похiднi, то довжина кривої 𝐶 дорiвнює

𝑠 =

𝑡2∫︁
𝑡1

√︁
𝑥′2(𝑡) + 𝑦′2(𝑡) 𝑑𝑡. (8.10.6)

3∘. Д о в ж и н а д у г и в п о л я р н и х к о о р д и н а т а х. Якщо

𝜌 = 𝜌(𝜙) (𝛼 6 𝜙 6 𝛽),

де функцiя 𝜌(𝜙) має неперервну похiдну, то довжина дуги вiдповiдного вiдрiзка кривої
дорiвнює

𝑠 =

𝛽∫︁
𝛼

√︁
𝜌2(𝜙) + 𝜌′2(𝜙) 𝑑𝜙. (8.10.7)

П р и к л а д 5. Обчислити довжину дуги кривої 𝑦 = 𝑥
3
2 (0 6 𝑥 6 4).

Р о з в ’ я з а н н я. Знаходимо

𝑦′ =
3

2
𝑥

1
2 , 1 + 𝑦′2 = 1 +

9

4
𝑥.

Тодi

𝑠 =

4∫︁
0

√︂
1 +

9𝑥

4
𝑑𝑥 =

1

2

4∫︁
0

√
4 + 9𝑥 𝑑𝑥 =

1

2
· 1
9
· 2
3
· (4 + 9𝑥)

3
2

⃒⃒⃒4
0
=

=
1

27

(︁
(
√
40)3 − (

√
4)3
)︁
=

8

27
(10

√
10− 1).

П р и к л а д 6. Обчислити довжину дуги астроїди 𝑥 = 𝑎 cos3 𝑡, 𝑦 = 𝑎 sin3 𝑡.

Р о з в ’ я з а н н я. Функцiї 𝑥(𝑡) i 𝑦(𝑡) перiодичнi з перiодом 2𝜋. Крива є симетричною вiд-
носно осей координат, вона має вигляд, зображений на рис. 55.
Знайдемо довжину дуги кривої, що вiдповi-
дає змiнi параметра в межах

[︀
0, 𝜋2

]︀
. Вона ста-

новить четверту частину довжини дуги усiєї
кривої, тобто

𝑠 = 4

𝜋
2∫︁

0

√︁
(𝑎 cos3 𝑡)′2 + (𝑎 sin3 𝑡)′2 𝑑𝑡 =

= 12𝑎

𝜋
2∫︁

0

√︀
cos4 𝑡 sin2 𝑡+ sin4 𝑡 cos2 𝑡 𝑑𝑡 =

= 12𝑎

𝜋
2∫︁

0

sin 𝑡 cos 𝑡 𝑑𝑡 = 6𝑎 sin2 𝑡
⃒⃒⃒𝜋
2

0
= 6𝑎.

Рис. 55

П р и к л а д 7. Знайти довжину дуги кардiоїди 𝜌 = 1 + cos𝜙.

Р о з в ’ я з а н н я. Крива симетрична вiдносно осi 𝑂𝑥 (див. рис. 54). Тому

𝑠 = 2

𝜋∫︁
0

√︀
(1 + cos𝜙)2 + (1 + cos𝜙)′2 𝑑𝜙 = 2

𝜋∫︁
0

√︁
1 + 2 cos𝜙+ cos2 𝜙+ sin2 𝜙𝑑𝜙 =
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= 2

𝜋∫︁
0

√︀
2(1 + cos𝜙) 𝑑𝜙 = 4

𝜋∫︁
0

cos
𝜙

2
𝑑𝜙 = 8 sin

𝜙

2

⃒⃒⃒𝜋
0
= 8.

8.10.3. Площа поверхнi обертання

1∘. П л о щ а п о в е р х н i о б е р т а н н я в п р я м о к у т н и х к о о р д и н а т а х.
Нехай крива 𝐶 задана рiвнянням 𝑦 = 𝑦(𝑥), 𝑎 6 𝑥 6 𝑏, i нехай функцiя 𝑦(𝑥) невiд’ємна
i неперервна разом зi своєю похiдною на промiжку [𝑎, 𝑏]. Тодi поверхня, утворена обер-
танням кривої 𝐶 навколо осi 𝑂𝑥 має площу 𝑆, яка може бути обчислена за формулою

𝑆 = 2𝜋

𝑏∫︁
𝑎

𝑦(𝑥)
√︁
1 + 𝑦′2(𝑥) 𝑑𝑥. (8.10.8)

2∘. П л о щ а п о в е р х н i о б е р т а н н я д у г и к р и в о ї , з а д а н о ї п а р а -
м е т р и ч н о. Якщо рiвняння кривої 𝐶 мають вигляд

𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡) (𝑡1 6 𝑡 6 𝑡2),

де функцiї 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡) мають неперервнi похiднi, 𝑦(𝑡) > 0, то площа поверхнi, утвореної
обертанням кривої 𝐶 навколо осi 𝑂𝑥 дорiвнює

𝑆 = 2𝜋

𝑡2∫︁
𝑡1

𝑦(𝑡)
√︁

𝑥′2(𝑡) + 𝑦′2(𝑡) 𝑑𝑡. (8.10.9)

3∘. П л о щ а п о в е р х н i , у т в о р е н о ї о б е р т а н н я м г л а д к о ї к р и в о ї
𝐶 , з а д а н о ї в п о л я р н и х к о о р д и н а т а х. Якщо крива 𝐶, задана рiвнянням
𝜌 = 𝜌(𝜙), 𝛼 6 𝜙 6 𝛽, обертається навколо полярної осi, то площа утвореної поверхнi
обчислюється за формулою

𝑆 = 2𝜋

𝛽∫︁
𝛼

𝜌(𝜙) sin(𝜙)
√︁
𝜌2(𝜙) + 𝜌′2(𝜙) 𝑑𝜙. (8.10.10)

П р и к л а д 8. Знайти площу поверхнi, утвореної обертанням навколо осi 𝑂𝑥 дуги кривої
𝑦 = 𝑒−𝑥 вiд 𝑥 = 0 до 𝑥 = +∞.

Р о з в ’ я з а н н я.

𝑆 = 2𝜋

+∞∫︁
0

𝑒−𝑥
√︀

1 + 𝑒−2𝑥𝑑𝑥 =

⎧⎨⎩
𝑒−𝑥 = 𝑡, 𝑑𝑡 = −𝑒−𝑥𝑑𝑥
𝑥 = 0, 𝑡 = 1,
𝑥 = +∞, 𝑡 = 0.

⎫⎬⎭ = 2𝜋

0∫︁
1

√︀
1 + 𝑡2(−𝑑𝑡) =

= 2𝜋

1∫︁
0

√︀
1 + 𝑡2𝑑𝑡 = 2𝜋

1∫︁
0

1 + 𝑡2√
1 + 𝑡2

𝑑𝑡 = 2𝜋

1∫︁
0

1√
1 + 𝑡2

𝑑𝑡+ 2𝜋

1∫︁
0

𝑡
𝑡√

1 + 𝑡2
𝑑𝑡

Перший з двох останнiх iнтегралiв — табличний:

1∫︁
0

1√
1 + 𝑡2

𝑑𝑡 = ln
(︁
𝑡+

√︀
1 + 𝑡2

)︁ ⃒⃒⃒1
0
= ln(1 +

√
2),
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а другий вiзьмемо частинами:
1∫︁

0

𝑡
𝑡√

1 + 𝑡2
𝑑𝑡 = 𝑡 ·

√︀
1 + 𝑡2

⃒⃒⃒1
0
−

1∫︁
0

√︀
1 + 𝑡2 =

√
2−

1∫︁
0

√︀
1 + 𝑡2𝑑𝑡.

Тобто ми отримали таку рiвнiсть:
1∫︁

0

√︀
1 + 𝑡2𝑑𝑡 = ln(1 +

√
2) +

√
2−

1∫︁
0

√︀
1 + 𝑡2𝑑𝑡,

або
1∫︁

0

√︀
1 + 𝑡2𝑑𝑡 =

ln(1 +
√
2)

2
+

√
2

2

Остаточно знаходимо, що
𝑆 = 𝜋

[︁√
2 + ln(1 +

√
2)
]︁
.

П р и к л а д 9. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням навколо осi 𝑂𝑥 астроїди{︂
𝑥 = 𝑎 cos3 𝑡,
𝑦 = 𝑎 sin3 𝑡.

Р о з в ’ я з а н н я. Астроїда зображена на рис. 55 (див. с. 136). Оскiльки крива симетрична
вiдносно координатних осей, обчислимо площу, утворену обертанням дуги кривої, розташова-
ної у першому квадрантi, i подвоїмо її.

𝑆 = 2 · 2𝜋
𝜋/2∫︁
0

𝑎 sin3 𝑡

√︁
(𝑎 cos3 𝑡)′2 + (𝑎 sin3 𝑡)′2 𝑑𝑡 = 12𝑎2𝜋

𝜋/2∫︁
0

sin4 𝑡 cos 𝑡𝑑𝑡 =
12𝑎2𝜋

5
.

П р и к л а д 10. Обчислити площу поверхнi, утвореної обертанням навколо полярної осi кар-
дiоїди 𝜌 = 2𝑎(1 + cos𝜙).

Р о з в ’ я з а н н я. Кардiоїда зображена на рис. 54 (див. с. 135). Крива симетрична вiдносно
осi 𝑂𝑥, для верхньої половини кривої полярний кут 𝜙 змiнюється в межах 0 6 𝜙 6 𝜋

𝑆 = 2𝜋

𝜋∫︁
0

2𝑎(1 + cos𝜙) · sin𝜙 · 2𝑎
√︀
(1 + cos𝜙)2 + (1 + cos𝜙)′2𝑑𝜙 =

= 8𝑎2𝜋

𝜋∫︁
0

(1 + cos𝜙) sin𝜙
√︀

2 + 2 cos𝜙𝑑𝜙 = 8𝑎2𝜋

𝜋∫︁
0

2 cos2
𝜙

2
· 2 sin 𝜙

2
cos

𝜙

2
· 2 cos 𝜙

2
𝑑𝜙 =

= 64𝑎2𝜋

𝜋∫︁
0

cos4
𝜙

2
sin

𝜙

2
𝑑𝜙 = 64𝑎2𝜋

(︂
−2

cos5 𝜙
2

5

)︂ ⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜋

0

=
128𝑎2𝜋

5

8.10.4. Обчислення об’ємiв
1∘ . О б ’ є м т i л а з в i д о м и м и п о п е р е ч н и м и п е р е т и н а м и.

Якщо об’єм 𝑉 тiла iснує i 𝑆 = 𝑆(𝑥) (𝑎 6
𝑥 6 𝑏) — площа перетину тiла площиною, пер-
пендикулярною до осi 𝑂𝑥 в точцi 𝑥 (рис. 56),
то

𝑉 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑆(𝑥)𝑑𝑥. (8.10.11)

Рис. 56
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2∘. О б ’ є м т i л а о б е р т а н н я.
Об’єм 𝑉𝑂𝑥 тiла, отриманого

обертанням навколо осi 𝑂𝑥 фiгу-
ри, обмеженої графiком невiд’єм-
ної iнтегровної функцiї 𝑦(𝑥) (𝑎 6
𝑥 6 𝑏), вiссю 𝑂𝑥, прямими 𝑥 = 𝑎 i
𝑥 = 𝑏 (рис. 57), дорiвнює

𝑉𝑂𝑥 = 𝜋

𝑏∫︁
𝑎

𝑦2(𝑥)𝑑𝑥. (8.10.12)

Рис. 57

Об’єм 𝑉𝑂𝑦 тiла, отриманого обер-
танням навколо осi 𝑂𝑦 фiгури, обме-
женої графiком невiд’ємної iнтегров-
ної функцiї 𝑦(𝑥) (𝑎 6 𝑥 6 𝑏), вiссю
𝑂𝑥, прямими 𝑥 = 𝑎 i 𝑥 = 𝑏 (осьовий
перетин тiла зображено на рис. 58),
дорiвнює

𝑉𝑂𝑦 = 2𝜋

𝑏∫︁
𝑎

𝑥𝑦(𝑥)𝑑𝑥. (8.10.13) Рис. 58

П р и к л а д 11. Обчислити об’єм тiла, обме-
женого поверхнями 𝑧 = 𝑥2 + 4𝑦2, 𝑧 = 2.

Р о з в ’ я з а н н я. Тiло розташоване мiж
площинами 𝑧 = 0 i 𝑧 = 2. Перерiз тiла пло-
щиною, що проходить через точку з аплiкатою
𝑧 > 0 i перпендикулярною до осi 𝑂𝑧 (рис. 59), це
крива 𝑧 = 𝑥2+4𝑦2 (тут 𝑧 — стала величина). Ця
крива являє собою елiпс. Зведемо його рiвняння
до канонiчного вигляду:

𝑧 = 𝑥2 + 4𝑦2 ⇔ 𝑥2

𝑧
+

𝑦2

𝑧/4
= 1.

Як бачимо, велика пiввiсь елiпса дорiвнює
√
𝑧,

його мала пiввiсь має довжину
√
𝑧

2
.

Рис. 59

Як вiдомо (див. приклад 3 на сторiнцi 135), площа 𝑆, обмежена елiпсом
𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1,

дорiвнює 𝑆 = 𝜋𝑎𝑏. Отже, площа 𝑆(𝑧) перетину тiла площиною, перпендикулярною до осi 𝑂𝑧,
дорiвнює

𝑆(𝑧) = 𝜋
√
𝑧

√
𝑧

2
=

𝜋𝑧

2
, 𝑧 > 0.

Знаходимо об’єм тiла за вiдомою площею перетину:

𝑉 =

2∫︁
0

𝑆(𝑧)𝑑𝑧 =

2∫︁
0

𝜋𝑧

2
𝑑𝑧 =

𝜋𝑧2

4

⃒⃒⃒2
0
= 𝜋.

П р и к л а д 12. Обчислити об’єм тiла, утвореного обертанням навколо осi 𝑂𝑥 фiгури, обме-
женої графiками функцiй 𝑦 = 2 sin𝑥 i 𝑦 = sin𝑥 (0 6 𝑥 6 𝜋).
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Р о з в ’ я з а н н я. Осьовий перетин тiла показано на
рис. 60. Для обчислення об’єму скористаємося формулою
(8.10.12). Якщо фiгура обмежена графiками двох фун-
кцiй 𝑦1(𝑥) i 𝑦2(𝑥) (𝑦2 > 𝑦1 > 0), прямими 𝑥 = 𝑎 i 𝑥 = 𝑏, то
формула обчислення об’єму тiла обертання навколо осi
𝑂𝑥 набуває вигляду

𝑉𝑂𝑥 = 𝜋

𝑏∫︁
𝑎

(︀
𝑦22(𝑥)− 𝑦21(𝑥)

)︀
𝑑𝑥.

Знаходимо об’єм:
Рис. 60

𝑉𝑂𝑥 = 𝜋

𝜋∫︁
0

(︀
4 sin2 𝑥− sin2 𝑥

)︀
𝑑𝑥 =

3𝜋

2

𝜋∫︁
0

(1 + cos 2𝑥)𝑑𝑥 =
3𝜋2

2
.

П р и к л а д 13. Обчислити об’єм тiла, утвореного обертанням навколо осi 𝑂𝑦 фiгури, обме-
женої графiками функцiй 𝑦 = 𝑥2, 𝑦 = 0 i прямою 𝑥 = 1.
Р о з в ’ я з а н н я. Осьовий перетин тiла зображено на
рис. 61. Для обчислення об’єму скористаємося формулою
(8.10.13):

𝑉𝑂𝑦 = 2𝜋

1∫︁
0

𝑥 · 𝑥2 𝑑𝑥 = 2𝜋

1∫︁
0

𝑥3𝑑𝑥 = 2𝜋
𝑥4

4

⃒⃒⃒1
0
=

𝜋

2
.

Рис. 61

8.11. Визначений iнтеграл в Maple

8.11.1. Обчислення визначеного iнтеграла
Обчислення визначених iнтегралiв здiйснюється тими ж функцiями int та Int, в

яких треба вказати межi iнтегрування, наприклад, x=a..b, якщо iнтеграл береться за
змiнною x.

П р и к л а д 1.
> Int(sin(x),x=0..Pi)=int(sin(x),x=0..Pi);

𝜋∫︁
0

sin(𝑥)𝑑𝑥 = 2

П р и к л а д 2.
> Int(1/(x^2+1),x=-1..1)=int(1/(x^2+1),x=-1..1);

1∫︁
−1

1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 =

𝜋

2

8.11.2. Замiна змiнних та iнтегрування частинами визначеного
iнтеграла

Замiна змiнної у визначеному iнтегралi та iнтегрування частинами визначеного iнтеграла
здiйснюються функцiями Change i Parts з пакету IntegrationTools.
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П р и к л а д 3.
> restart;
> with(IntegrationTools):
> V:=Int(sqrt(1-x^2),x=-1..1);

𝑉 :=

1∫︁
−1

√︀
−𝑥2 + 1 𝑑𝑥

> Change(V,x=sin(t));value(%);

𝜋
2∫︁

−𝜋
2

√︀
− sin(𝑡)2 + 1 cos(𝑡)𝑑𝑡

𝜋

2

> V:=Int(arctan(x),x=0..1);

𝑉 :=

1∫︁
0

arctan(𝑥)𝑑𝑥

> Parts(V,arctan(x));value(%);

𝜋

4
−

⎛⎝ 1∫︁
0

𝑥

𝑥2 + 1
𝑑𝑥

⎞⎠
𝜋

4
− ln(2)

2

8.11.3. Невласнi iнтеграли
Iнтеграли з нескiнченними межами iнтегрування

П р и к л а д 4.
> Int(1/(x^2+1),x=0..infinity)=int(1/(x^2+1),x=0..infinity);

∞∫︁
0

1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 =

𝜋

2

П р и к л а д 5.
> Int(1/x,x=1..infinity)=int(1/x,x=1..infinity);

∞∫︁
0

1

𝑥
𝑑𝑥 = ∞

П р и к л а д 6.
> Int(cos(x),x=0..infinity)=int(cos(x),x=1..infinity);

∞∫︁
0

cos(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑢𝑛𝑑𝑒𝑓𝑖𝑛𝑒𝑑
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Iнтеграли вiд необмежених функцiй

П р и к л а д 7.
> Int(1/sqrt(1-x^2),x=0..1)=int(1/sqrt(1-x^2),x=0..1);

1∫︁
0

1√
−𝑥2 + 1

𝑑𝑥 =
𝜋

2

П р и к л а д 8. Дослiдити iнтеграл
1∫︁

0

ln sin𝑥√
𝑥

𝑑𝑥 на збiжнiсть.

Р о з в ’ я з а н н я. Застосуємо до iнтеграла формулу iнтегрування частинами, вибравши
𝑢 = ln sin𝑥:
> V:=Int(ln(sin(x))/sqrt(x),x=0..1);

𝑉 :=

1∫︁
0

ln(sin(𝑥))√
𝑥

𝑑𝑥

> Parts(V,ln(sin(x)));

2 ln(sin(1))−
1∫︁

0

2
√
𝑥 cos(𝑥)

sin(𝑥)
𝑑𝑥

Неважко бачити, що
2
√
𝑥 cos𝑥

sin𝑥
=

2√
𝑥
· 𝑥 cos𝑥

sin𝑥
∼ 2√

𝑥
при 𝑥 → 0.

Скориставшись ознакою порiвняння (див. с. 132), дiйдемо висновку, що
1∫︁

0

2
√
𝑥 cos(𝑥)

sin(𝑥)
𝑑𝑥 збiга-

ється, оскiльки iнтеграл
1∫︁

0

2√
𝑥
𝑑𝑥 є збiжним.

8.11.4. Застосування визначеного iнтеграла
Обчислення площi плоскої фiгури

П р и к л а д 9. Обчислити площу, обмежену лiнiями 𝑦 = 2𝑥− 𝑥2 i 𝑥+ 𝑦 = 0.

Р о з в ’ я з а н н я. Будуємо малюнок:
> restart;
> with(plots):
> implicitplot([y=2*x-x^2,x+y=0],x=-1..4,y=1..-4);
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Рис. 62

Знаходимо точки перетину лiнiй:
> solve({y=2*x-x^2,x+y=0});

{𝑥 = 0, 𝑦 = 0}, {𝑥 = 3, 𝑦 = −3}

Обчислюємо площу, обмежену лiнiями:
> S:=int((2*x-x^2)-(-x),x=0..3);

𝑆 :=
9

2

П р и к л а д 10. Знайти площу, обмежену вiссю 𝑂𝑋 i однiєю аркою циклоїди:{︂
𝑥 = 𝑎(𝑡− sin 𝑡)
𝑦 = 𝑎(1− cos 𝑡)

Р о з в ’ я з а н н я. Будуємо фiгуру. Для побудови графiка параметру 𝑎 треба надати якесь
числове значення. Покладемо, наприклад, 𝑎 = 2.
> a:=2:plot([[a*(t-sin(t)),a*(1-cos(t)),t=0..2*Pi],[a*t,0,t=0..2*Pi]],

x=-0.5..2*Pi*a,y=0..2*a,color=[red,green],scaling=constrained);a:=’a’:

Рис. 63

Обчислюємо площу. Звертаємо увагу, що iз збiльшенням параметра 𝑡 𝑥(𝑡) зростає. Тому у

даному прикладi маємо 𝑆 =
𝑡2∫︀
𝑡1

𝑦(𝑡)𝑥′(𝑡)𝑑𝑡:

> S:=int(a*(1-cos(t))*diff(a*(t-sin(t)),t),t=0..2*Pi);

𝑆 := 3𝜋𝑎2

П р и к л а д 11. Знайти площу фiгури, обмеженої кривою 𝜌2 = 𝑎2 cos 2𝜙 (лемнiската).

Р о з в ’ я з а н н я. Маємо полярну систему координат. Для побудови кривої знаходимо межi
змiни кута 𝜙 з умови 𝜌(𝜙) > 0. Неважко бачити, що cos 2𝜙 > 0

при 𝜙 ∈
[︁
−𝜋

4
,
𝜋

4

]︁⋃︀[︂3𝜋
4
,
5𝜋

4

]︂
.
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Будуємо криву:
> a:=1:plot([[a*\sqrt{\cos2t},t,t=-Pi/4..Pi/4],

[a*\sqrt{\cos2t},t,t=3*Pi/4..5*Pi/4]],coords=polar,scaling=constrained);a:=’a’:

Рис. 64

Оскiльки крива є симетричною вiдносно координатних осей, обчислимо площу, що лежить у
першому квадрантi i помножимо її на 4:
> S:=4*int(1/2*a^2*cos(2*t),t=0..Pi/4);

𝑆 := 𝑎2

Обчислення довжини дуги кривої

П р и к л а д 12. Обчислити довжину дуги параболи 𝑦 = 2
√
𝑥 вiд 𝑥 = 0 до 𝑥 = 1.

Р о з в ’ я з а н н я.
> s:=int(sqrt(1+(diff(2*sqrt(x),x))^2),x=0..1);

𝑠 :=
√
2 +

ln(3 + 2
√
2)

2

П р и к л а д 13. Знайти довжину кривої{︂
𝑥 = 𝑎(2 cos 𝑡− cos 2𝑡),
𝑦 = 𝑎(2 sin 𝑡− sin 2𝑡).

Р о з в ’ я з а н н я.
> s:=int(a*sqrt((diff(2*cos(t)-cos(2*t),t))^2+(diff(2*sin(t)-sin(2*t),t))^2),

t=0..2*Pi);
𝑠 := 16𝑎

П р и к л а д 14. Знайти довжину кардiоїди 𝜌 = 𝑎(1 + 𝑐𝑜𝑠𝜙).

Р о з в ’ я з а н н я.
> s:=a*int(sqrt((1+cos(t))^2+(diff(1+cos(t),t))^2),t=0..2*Pi);

8𝑎

Обчислення об’ємiв

П р и к л а д 15. Обчислити об’єм тора, утвореного обертанням круга 𝑥2+(𝑦−𝑏)2 6 𝑎2, 𝑏 > 𝑎
навколо осi 𝑂𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я. Об’єм тора знайдемо як рiзницю об’ємiв, утворених обертанням навколо
осi 𝑂𝑥 фiгур 𝐴𝐵𝐶𝐷𝐸 та 𝐴𝐵𝐾𝐷𝐸 (рис 65).
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Рис. 65

Дуга 𝐵𝐶𝐷 описується рiвнянням 𝑦 = 𝑏+
√
𝑎2 − 𝑥2, дуга 𝐵𝐾𝐷 — рiвнянням 𝑦 = 𝑏−

√
𝑎2 − 𝑥2.

Обчислюємо об’єм:
> assume(a>0):y1:=b+sqrt(a^2-x^2):y2:=b-sqrt(a^2-x^2):

V:=Pi*int(y1^2-y2^2,x=-a..a);
𝑉 := 2𝜋2𝑏𝑎2

П р и к л а д 16. Знайти об’єм тiла, утвореного обертанням кривої 𝑟 = cos2 𝜙 навколо поляр-
ної осi.

Р о з в ’ я з а н н я. Побудуємо криву
> plot([r(t),t,t=0..2*Pi],coords=polar);

Рис. 66

Обчислимо об’єм тiла, утвореного обертанням навколо осi 𝑂𝑥 частини фiгури, обмеженої кри-
вою i вiссю 𝑂𝑥, що лежить у першому квадрантi. Отриманий об’єм помножимо на 2.

Перейдемо до параметричного задання кривої:{︂
𝑥 = 𝑟(𝑡) cos 𝑡
𝑦 = 𝑟(𝑡) sin 𝑡

Дузi кривої, що лежить у першому квадрантi, вiдповiдають значення 𝑡 ∈
[︁
0,

𝜋

2

]︁
. Обчислимо

об’єм:
> r:=t->cos(t)^2: V:=2*Pi*int(r(t)^2*sin(t)^2*diff(r(t)*cos(t),t),t=Pi/2..0);

𝑉 :=
4𝜋

21

Зауваження. Об’єм тiла, утвореного обертанням лiнiї 𝑟 = 𝑟(𝜙) навколо полярної осi, можна
обчислити за формулою

𝑉 =
2

3
𝜋

𝛽∫︁
𝛼

𝑟3 sin𝜙𝑑𝜙.

> V:=2/3*Pi*int(r(t)^3*sin(t),t=0..Pi);

𝑉 :=
4𝜋

21
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Завдання до роздiлу
Обчислити iнтеграли:

1.

0∫︁
−2

(𝑥+ 2)2 cos 3𝑥𝑑𝑥. 2.

1∫︁
0

(𝑥+ 1) ln2 (𝑥+ 1) 𝑑𝑥.

3.

1∫︁
0

𝑥2𝑒3𝑥𝑑𝑥. 4.

𝜋/4∫︁
0

sin𝑥− cos𝑥

(cos𝑥+ sin𝑥)5
𝑑𝑥.

5.

𝑒2+1∫︁
𝑒+1

1 + ln (𝑥− 1)

𝑥− 1
𝑑𝑥. 6.

1∫︁
0

(︀
𝑥2 + 1

)︀
𝑑𝑥

(𝑥3 + 3𝑥+ 1)2
.

7.

1∫︁
0

4 arctg 𝑥− 𝑥

1 + 𝑥2
𝑑𝑥. 8.

1∫︁
0

𝑥3

𝑥2 + 1
𝑑𝑥.

9.

sin 1∫︁
0

(arcsin𝑥)2 + 1√
1− 𝑥2

𝑑𝑥. 10.

1∫︁
0

𝑥𝑑𝑥√
𝑥4 + 𝑥2 + 1

.

11.

𝜋/2∫︁
𝜋/4

𝑥 cos𝑥+ sin𝑥

(𝑥 sin𝑥)2
𝑑𝑥. 12.

9∫︁
2

𝑥𝑑𝑥
3
√
𝑥− 1

.

13.

𝜋∫︁
0

6 sin2 𝑥

3 cos 2𝑥− 4
𝑑𝑥. 14.

𝜋/4∫︁
0

7 + 3 tg 𝑥

(sin𝑥+ 2 cos𝑥)2
𝑑𝑥.

Обчислити площу фiгури, обмеженої лiнiями:

15. 𝑦 = (𝑥− 2)3 , 𝑦 = 4𝑥− 8. 16. 𝑦 = 𝑥2
√
4− 𝑥2, 𝑦 = 0, (0 ≤ 𝑥 ≤ 2) .

17. 𝑦 = cos𝑥 sin2 𝑥, 𝑦 = 0, (0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜋/2) . 18. 𝑦 =
𝑥

1 +
√
𝑥
, 𝑦 = 0, 𝑥 = 1.

19.
{︂

𝑥 =
√
2 cos 𝑡,

𝑦 = 2
√
2 sin 𝑡,

𝑦 = 2 (𝑦 ≥ 2) . 20.

{︂
𝑥 = 𝑡− sin 𝑡,
𝑦 = 1− cos 𝑡,

𝑦 = 1, (0 < 𝑥 < 2𝜋, 𝑦 ≥ 1) .

21. 𝜌 = 4 cos 3𝜙, 𝑟 = 2 (𝑟 ≥ 2) . 22. 𝜌 = cos𝜙− sin𝜙.

Обчислити довжину дуги кривої:

23. 𝑦 = ln𝑥,
√
3 ≤ 𝑥 ≤

√
15. 24. 𝑦 =

√
1− 𝑥2 + arcsin𝑥, 0 ≤ 𝑥 ≤ 7

9
.

25.
{︂

𝑥 = 5 (𝑡− sin 𝑡) ,
𝑦 = 5 (1− cos 𝑡) ,

0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋. 26.
{︂

𝑥 = 10 cos3 𝑡,
𝑦 = 10 sin3 𝑡,

0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋

2
.

27. 𝜌 =
√
2𝑒𝜙, −𝜋

2 6 𝜙 6
𝜋

2
. 28. 𝜌 = 2 (1− cos𝜙) , − 𝜋 ≤ 𝜙 ≤ −𝜋/2.

Обчислити об’єм тiла, обмеженого поверхнями:

29. 𝑧 = 𝑥2 + 9𝑦2, 𝑧 = 3. 30.
𝑥2

16
+

𝑦2

9
+

𝑧2

100
= 1, 𝑧 = 5, 𝑧 = 0.

Обчислити об’єм тiла, отриманого обертанням навколо осi 𝑂𝑥 фiгури, обмеженої лiнiями:

31. 𝑦 = 2𝑥− 𝑥2, 𝑦 = −𝑥+ 2. 32. 𝑦 = 𝑥2, 𝑦2 − 𝑥 = 0.

33. 𝑥2 + (𝑦 − 2)2 = 1. 34. 𝑦 = 𝑥3, 𝑦 =
√
𝑥.

Обчислити об’єм тiла, отриманого обертанням навколо осi 𝑂𝑦 фiгури, обмеженої лiнiями:
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35. 𝑦 = ln𝑥, 𝑥 = 2, 𝑦 = 0. 36. 𝑦 =
√
𝑥− 1, 𝑦 = 0, 𝑦 = 1, 𝑥 = 0, 5.

37. 𝑦 = (𝑥− 1)2 , 𝑦 = 1. 38. 𝑦 = arccos𝑥, 𝑦 = arcsin𝑥, 𝑥 = 0.
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