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Передмова
Посiбник створений вiдповiдно до вимог робочої програми з дисциплiни Математи-

чний аналiз для спецiальностей А4 Середня освiта (А4.08 Середня освiта (Фiзика та
астрономiя)), освiтня програма STEM-навчання. Мета посiбника- дати студентам най-
доступнiший спосiб здобуття нових знань з роздiлiв математичного аналiзу з приклада-
ми розв’язання типових задач. Використано також один з нових пiдходiв до розв’язання
типових задач у середовищi MapleSoft.

В посiбнику викладено основнi поняття математичного аналiзу. Його можна безпо-
середньо використовувати i за прямим призначенням, як навчальний посiбник, i для
самостiйного ознайомлення з курсом приведених роздiлiв математичного аналiзу.

Кожний роздiл присвячений певнiй темi курсу математичного аналiзу i має таку
структуру. Протягом роздiлу розглянуто теоретичний матерiал, пiдкрiплений прикла-
дами. Останнiй параграф роздiлу присвячений розв’язанню типових завдань у програм-
ному середовищi MapleSoft. В кiнцi роздiлу, для закрiплення основних теоретичних
положень i навичок розв’язування задач для самоконтролю, читачевi пропонуються
завдання для самостiйного розв’язування.

Цей посiбник присвячено дослiдженню та застосуванню рядiв та диференцiальному
та iнтегральному численню функцiй кiлькох змiнних.

В першiй частинi, в роздiлах 1,2,3 розглянуто вiдповiдно числовi, функцiональнi ря-
ди та ряди Фур’є; їх рiзновиди дослiдження та застосування до розв’язування реальних
задач наближеними методами.

Друга частина присвячена наступному рiвню математичного аналiзу, а саме дифе-
ренцiальному та iнтегральному численню функцiй декiлькох змiнних на прикладi фун-
кцiй двох змiнних. Роздiли 4,5,6,7 визначають такi поняття як диференцiальне числення
функцiй кiлькох змiнних, поняття подвiйних та криволiнiйних iнтегралiв та методiв їх
обчислення,практичного застосування,в тому числi вирiшеннi завдань в системi Maple.

Посiбник вiдображає багаторiчний досвiд роботи його авторiв у закладах вищої освi-
ти i практикованi методичнi прийоми подання навчального матерiалу в найбiльш ком-
пактнiй i доступнiй формi. Вiн пiдводить пiдсумок багаторiчного досвiду викладання
математичного аналiзу на кафедрi фiзики та прикладної математики в Навчально-
науковому iнститутi "Днiпровський iнститут iнфраструктури i транспорту".

Нехай вiн буде корисним новим студентам!
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Частина I

Ряди
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Тема 1

Числовi ряди

1.1. Основнi поняття

Означення 1. Нехай задана числова послiдовнiсть 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, . . . Вираз

𝑎1 + 𝑎2 + · · · + 𝑎𝑛 + · · · =
∞∑︁
𝑖=1

𝑎𝑖 (1.1.1)

називають ч и с л о в и м р я д о м. Числа 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, . . . називають ч л е н а м и
р я д у.

Означення 2. Суму 𝑛 перших членiв ряду

𝑠𝑛 = 𝑎1 + 𝑎2 + · · · + 𝑎𝑛 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑎𝑖 (1.1.2)

називають 𝑛 - о ю ч а с т и н н о ю с у м о ю ряду.
Якщо iснує скiнченна границя lim

𝑛→∞
𝑠𝑛 = 𝑆, то її називають с у м о ю р я д у (1.1.1)

i кажуть, що ряд (1.1.1) з б i г а є т ь с я. Якщо lim
𝑛→∞

𝑠𝑛 = ∞ або не iснує, то кажуть,
що ряд (1.1.1) р о з б i г а є т ь с я.

П р и к л а д 1. Найпростiшим прикладом ряду є геометрична прогресiя

𝑎+ 𝑎𝑞 + 𝑎𝑞2 + · · ·+ 𝑎𝑞𝑛−1 + · · ·

Якщо знаменник прогресiї 𝑞 ̸= 1, то сума 𝑛 ї ї перших членiв дорiвнює

𝑠𝑛 = 𝑎
1− 𝑞𝑛

1− 𝑞
.

При | 𝑞| < 1 iснує скiнченна границя lim
𝑛→∞

𝑠𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑎
1− 𝑞𝑛

1− 𝑞
=

𝑎

1− 𝑞
, тобто при | 𝑞| < 1 маємо

збiжний ряд — нескiнченно спадну геометричну прогресiю. При | 𝑞| > 1 геометрична прогресiя
дає приклад розбiжного ряду:

при | 𝑞| > 1 lim
𝑛→∞

𝑠𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑎
1− 𝑞𝑛

1− 𝑞
= ∞;

при 𝑞 = 1 𝑠𝑛 = 𝑎+ 𝑎+ · · ·+ 𝑎⏟  ⏞  
𝑛 доданкiв

= 𝑛𝑎, lim
𝑛→∞

𝑠𝑛 = ∞;

при 𝑞 = −1 𝑠1 = 𝑎, 𝑠2 = 𝑎− 𝑎 = 0, 𝑠3 = 𝑎, . . . , 𝑠2𝑘−1 = 𝑎, 𝑠2𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . ,
границя lim

𝑛→∞
𝑠𝑛 не iснує.
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П р и к л а д 2. Розглянемо ряд

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

𝑛(𝑛+ 1)
+ · · ·

Його 𝑛-на частинна сума має вигляд

𝑠𝑛 =
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

𝑛(𝑛+ 1)
=

=

(︂
1− 1

2

)︂
+

(︂
1

2
− 1

3

)︂
+ · · ·+

(︂
1

𝑛
− 1

𝑛+ 1

)︂
= 1− 1

𝑛+ 1

Оскiльки iснує скiнченна границя 𝑆 послiдовностi частинних сум {𝑠𝑛}, то ряд збiгається i його
сума дорiвнює

𝑆 = lim
𝑛→∞

𝑠𝑛 = lim
𝑛→∞

(︂
1− 1

𝑛

)︂
= 1.

Означення 3. Ряд, утворений з ряду (1.1.1) вiдкиданням перших 𝑛 членiв

𝑎𝑛+1 + 𝑎𝑛+2 + · · · =
∞∑︁

𝑘=𝑛+1

𝑎𝑘, (1.1.3)

називають з а л и ш к о м ряду (1.1.1).

Теорема 1. Якщо ряд (1.1.1) збiгається, то збiгається i ряд (1.1.3), i навпаки, якщо
збiгається ряд (1.1.3), то збiгається i ряд (1.1.1).

Iз теореми 1 випливає, що вiдкидання скiнченної кiлькостi членiв ряду не впливає
на його збiжнiсть.

Нехай ряд (1.1.1) збiгається i має суму 𝑆, через 𝑠𝑛 позначимо частинну суму ряду
(1.1.1), символом 𝑟𝑛 позначимо суму ряду (1.1.3). Тодi
𝑆 = 𝑠𝑛 + 𝑟𝑛. Перейдемо у цiй рiвностi до границi при 𝑛 → ∞ (цей перехiд є право-
мiрним, оскiльки {𝑠𝑛} i {𝑟𝑛} — збiжнi послiдовностi):

lim
𝑛→∞

𝑆 = lim
𝑛→∞

𝑠𝑛 + lim
𝑛→∞

𝑟𝑛 ⇒ 𝑆 = 𝑆 + lim
𝑛→∞

𝑟𝑛 ⇒ lim
𝑛→∞

𝑟𝑛 = 0.

Тобто справджується твердження:
Теорема 2. Якщо ряд (1.1.1) збiгається, то сума ряду (1.1.3) прямує до нуля, коли
𝑛 → ∞.

1.2. Необхiдна умова збiжностi ряду
Розглянемо умови, за яких ряд (1.1.1) збiгається. Нехай {𝑠𝑛} — послiдовнiсть його

частинних сум. Тодi загальний член 𝑎𝑛 ряду можна можна подати у виглядi 𝑎𝑛 = 𝑠𝑛 −
𝑠𝑛−1. Якщо ряд збiгається, тобто якщо 𝑠𝑛 → 𝑆 при 𝑛 → ∞, де 𝑆 — деяке фiксоване
число, то iснує границя

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

(𝑠𝑛 − 𝑠𝑛−1) = 𝑆 − 𝑆 = 0.

Отже, ми отримали твердження:
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Твердження 1.2. 1. Якщо ряд
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 збiгається, то

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0. (1.2.1)

Умова lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0 є н е о б х i д н о ю умовою збiжностi ряду. При невиконаннi цiєї
умови ряд розбiгається. Якщо ця умова виконується, то ряд може бути як збiжним, так
i розбiжним.

П р и к л а д 1. Очевидно, що для ряду 1+
1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

𝑛
+ · · · умова (1.2.1) виконана:

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

1√
𝑛
= 0.

Покажемо, що ряд є розбiжним. Для будь-якого натурального 𝑛 > 1 маємо

𝑠𝑛 = 1 +
1√
2
+

1√
3
+ · · ·+ 1√

𝑛
>

1√
𝑛
+

1√
𝑛
+ · · ·+ 1√

𝑛⏟  ⏞  
𝑛 доданкiв

=
𝑛√
𝑛
=

√
𝑛.

Звiдси випливає, що lim
𝑛→∞

𝑠𝑛 = ∞, тобто даний ряд розбiгається.

1.3. Достатнi умови збiжностi рядiв з додатними
членами

1.3.1. Ознаки порiвняння

Нехай заданi два ряди з д о д а т н и м и членами
∞∑︁
𝑖=1

𝑎𝑛 (A)

i
∞∑︁
𝑖=1

𝑏𝑛. (B)

Теорема 3 (перша ознака порiвняння). Якщо, починаючи з деякого 𝑛 > 𝑁 , виконує-
ться нерiвнiсть

𝑎𝑛 6 𝑏𝑛,

то iз збiжностi ряду (B) випливає збiжнiсть ряду (A), iз розбiжностi ряду (A)
випливає розбiжнiсть ряду (B).

Теорема 4 (друга ознака порiвняння). Якщо iснує вiдмiнна вiд нуля скiнченна границя

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛
𝑏𝑛

= 𝐾, 0 < 𝐾 < ∞,

то ряди (A) i (B) збiгаються або розбiгаються одночасно.

П р и к л а д 1. Ряд

1 +
1

22
+

1

33
+ · · ·+ 1

𝑛𝑛
+ · · ·

збiгається, оскiльки
1

𝑛𝑛
<

1

2𝑛
для 𝑛 > 2, а ряд

1 +
1

22
+

1

23
+ · · ·+ 1

2𝑛
+ · · ·
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є збiжним — його члени, починаючи з другого, утворюють нескiнченно спадну геометричну

прогресiю (її знаменник дорiвнює
1

2
).

П р и к л а д 2. Посилаючись на збiжний ряд (див. прикл. 2 на с. 9)

1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

𝑛(𝑛+ 1)
+ · · · ,

переконуємось у збiжностi ряду з меншими членами

1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

(𝑛+ 1)2
+ · · ·

Отже, ряд
∞∑︁
𝑛=2

1

𝑛2
збiгається, а разом iз ним збiгається i ряд

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛2
.

П р и к л а д 3. Ряд
∞∑︁
𝑛=1

sin 1
𝑛

𝑛
збiгається, оскiльки lim

𝑛→∞

sin 1
𝑛

𝑛
1

𝑛2

= 1, а ряд
∞∑︁
𝑖=𝑛

1

𝑛2
, як було

показано в попередньому прикладi, є збiжним.

1.3.2. Ознака Даламбера

Теорема 5 (ознака Даламбера). Якщо для ряду
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 з додатними членами 𝑎𝑛 > 0,

𝑛 = 1, 2, . . . iснує границя
lim
𝑛→∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
= 𝑝, (1.3.1)

то:
1) ряд збiгається при 𝑝 < 1;
2) ряд розбiгається при 𝑝 > 1.

У випадку 𝑝 = 1 ознака Даламбера вiдповiдi н е д а є.

П р и к л а д 4. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛!
.

Р о з в ’ я з а н н я. Тут 𝑎𝑛 =
1

𝑛!
, тодi 𝑎𝑛+1 =

1

(𝑛+ 1)!
. Застосуємо ознаку Даламбера:

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
= lim

𝑛→∞

𝑛!

(𝑛+ 1)!
= lim

𝑛→∞

1 · 2 · · ·𝑛
1 · 2 · · ·𝑛 · (𝑛+ 1)

= lim
𝑛→∞

1

𝑛+ 1
= 0 < 1.

Ряд збiгається.

П р и к л а д 5. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑︁
𝑛=1

2𝑛

𝑛2
.

Р о з в ’ я з а н н я. Знаходимо границю

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
= lim

𝑛→∞

2𝑛+1 𝑛2

(𝑛+ 1)2 2𝑛
= lim

𝑛→∞
2

(︂
𝑛

𝑛+ 1

)︂2

= 2 > 1.

Ряд розбiгається.

11



1.3.3. Ознака Кошi

Теорема 6 (ознака Кошi). Якщо для ряду
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 з додатними членами 𝑎𝑛 > 0, 𝑛 =

1, 2, . . . iснує границя
lim
𝑛→∞

𝑛
√
𝑎𝑛 = 𝑝, (1.3.2)

то:
1) ряд збiгається при 𝑝 < 1;
2) ряд розбiгається при 𝑝 > 1.

У випадку 𝑝 = 1 ознака Кошi вiдповiдi н е д а є.
При використаннi ознаки Кошi досить часто зустрiчається границя виду lim

𝑛→∞
𝑛
√
𝑛𝛼,

де 𝛼 — фiксоване число. Покажемо, що ця границя дорiвнює 1. Позначимо 𝑦 = lim
𝑛→∞

𝑛
√
𝑛𝛼,

тодi

ln 𝑦 = ln lim
𝑛→∞

𝑛
√
𝑛𝛼 = lim

𝑛→∞
ln 𝑛

√
𝑛𝛼 = lim

𝑛→∞

𝛼

𝑛
· ln𝑛 = 𝛼 lim

𝑛→∞

ln𝑛

𝑛
.

Границю з крайньої правої частини цiєї низки рiвностей знайдемо за правилом Лопiта-
ля:

lim
𝑥→+∞

ln𝑥

𝑥
= lim

𝑥→+∞

1

𝑥
1

= 0.

Отже, ln 𝑦 = 0, тобто 𝑦 = lim
𝑛→∞

𝑛
√
𝑛𝛼 = 1.

П р и к л а д 6. Дослiдити на збiжнiсть ряд
∞∑︀
𝑛=1

𝑛4

(︂
2𝑛

3𝑛+ 5

)︂𝑛

.

Р о з в ’ я з а н н я. Знаходимо границю

lim
𝑛→∞

𝑛
√
𝑎𝑛 = lim

𝑛→∞
𝑛

√︃
𝑛4

(︂
2𝑛

3𝑛+ 5

)︂𝑛

= lim
𝑛→∞

𝑛
√
𝑛4 · 2𝑛

3𝑛+ 5
= 1 · 2

3
< 1.

Ряд збiгається.

1.3.4. Iнтегральна ознака

Нехай члени ряду
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 мають вигляд

𝑎𝑛 = 𝑓(𝑛), 𝑛 = 1, 2, . . .

Теорема 7 (iнтегральна ознака Кошi). Якщо функцiя 𝑓(𝑥), визначена на промiжку
[1,+∞), додатна i спадає, то ряд

∞∑︁
𝑛=1

𝑓(𝑛)

i iнтеграл
+∞∫︁
1

𝑓(𝑥)𝑑𝑥

збiгаються або розбiгаються одночасно.
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Застосування iнтегральної ознаки значно полегшується, якщо функцiя 𝑓(𝑥) є непе-
рервною. У цьому випадку для функцiї 𝑓(𝑥) iснує первiсна 𝐹 (𝑥) i

+∞∫︁
1

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = lim
𝑥→+∞

𝐹 (𝑥) − 𝐹 (1),

тобто ряд є збiжним, якщо границя lim
𝑥→+∞

𝐹 (𝑥) скiнченна.

П р и к л а д 7. Розглянемо ряд
∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛
. Цей ряд розбiгається: тут 𝑎𝑛 = 𝑓(𝑛) =

1

𝑛
, первiсна

𝐹 (𝑥) =

∫︁
1

𝑥
𝑑𝑥 = ln𝑥 → +∞, коли 𝑥 → +∞.

П р и к л а д 8. Ряд
∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛𝛼
, 𝛼 > 1 збiгається, оскiльки первiсна 𝐹 (𝑥) для функцiї 𝑓(𝑥) =

1

𝑥𝛼

має скiнченну границю при 𝑥 → +∞:

𝐹 (𝑥) =

∫︁
1

𝑥𝛼
𝑑𝑥 =

1

(1− 𝛼)𝑥𝛼−1
→ 0 при 𝑥 → +∞, якщо 𝛼 > 1.

П р и к л а д 9. Дослiдити ряд
∞∑︁
𝑛=2

1

𝑛 ln𝑛
на збiжнiсть.

Р о з в ’ я з а н н я. Тут 𝑎𝑛 = 𝑓(𝑛) =
1

𝑛 ln𝑛
. Знаходимо первiсну для функцiї 𝑓(𝑥):

𝐹 (𝑥) =

∫︁
1

𝑥 ln𝑥
𝑑𝑥 = ln(ln𝑥).

Знаходимо границю
lim

𝑥→+∞
𝐹 (𝑥) = lim

𝑥→+∞
ln(ln𝑥) = +∞.

Ряд розбiгається.

1.4. Ряди, знаки членiв яких чергуються
Розглянемо ряди, знаки членiв яких чергуються. Не порушуючи загальностi мiрку-

вань, можемо вважати, що перший член такого знакозмiнного ряду є додатним. Тодi
такий ряд має вигляд

𝑐1 − 𝑐2 + 𝑐3 − 𝑐4 + · · · + (−1)𝑛𝑐𝑛 + · · · , (1.4.1)

де 𝑐𝑛 > 0, 𝑛 = 1, 2, . . . Ряди виду (1.4.1) ще називають знакоперем́iжними.
Наведемо достатню умову збiжностi знакоперемiжного ряду:

Теорема 8 (ознака Лейбнiца). Якщо абсолютнi величини членiв знакозмiнного ряду
(1.4.1) монотонно спадають: 𝑐𝑛 > 𝑐𝑛+1 (𝑛 = 1, 2, . . .) i загальний член ряду прямує до
нуля: lim

𝑛→∞
𝑐𝑛 = 0, то ряд (1.4.1) збiгається. При цьому абсолютна величина залишку

𝑟𝑛 ряду не перевищує абсолютної величини першого вiдкинутого його члена, тобто

| 𝑟𝑛| = |𝑆 − 𝑠𝑛| 6 | 𝑐𝑛+1|.

П р и к л а д 1. Розглянемо ряд
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛+1

𝑛
.
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Цей ряд збiгається, оскiльки його члени задовольняють умови теореми Лейбнiца.

За у в аженн я. Ознака Лейбнiца є достатньою, але не є необхiдною, тобто, якщо
члени знакоперемiжного ряду не задовольняють умови теореми Лейбнiца, то цей зна-
коперемiжний ряд може бути як збiжним, так i розбiжним.
П р и к л а д 2. Розглянемо ряд, утворений з членiв двох нескiнченно спадних геометричних
прогресiй

1

2
− 1

3
+

1

22
− 1

32
+ · · ·+ 1

2𝑛
− 1

3𝑛
+ · · ·

Неважко переконатись, що частиннi суми цього ряду мають вигляд

𝑠2𝑛 =

(︂
1− 1

2𝑛

)︂
− 1

2

(︂
1− 1

3𝑛

)︂
, 𝑠2𝑛+1 = 𝑠2𝑛 +

1

2𝑛+1
, 𝑛 = 1, 2, . . .

Очевидно, що ряд є збiжним: iснує скiнченна границя lim
𝑛→∞

𝑠𝑛 =
1

2
. У той же час порушуються

умови теореми Лейбнiца: загальний член ряду прямує до нуля н е м о н о т о н н о.

П р и к л а д 3. Обчислити суму ряду
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛+1

(2𝑛)3
з точнiстю 𝜀 = 0, 01.

Р о з в ’ я з а н н я. Заданий ряд є збiжним — його члени задовольняють умови теореми
Лейбнiца.

Випишемо кiлька перших членiв ряду:

1

8
− 1

8 · 8
+

1

8 · 27
− 1

8 · 64
+ · · ·

Знаходимо перший з членiв ряду, абсолютна величина якого не перевищує заданої похибки 𝜀.

Таким є член 𝑐3 =
1

8 · 27
< 𝜀 =

1

100
. Звiдси робимо висновок, що для обчислення суми ряду

iз заданою точнiстю 𝜀 = 0, 01 достатньо взяти два перших члени ряду, при цьому похибка не
перевищуватиме абсолютної величини першого вiдкинутого члена:

𝑆 = 𝑠2 + 𝑟2 =
1

8
− 1

8 · 8
+ 𝑟2 =

7

64
+ 𝑟2, де | 𝑟2| 6 𝑐3 =

1

8 · 27
= 0, 004(629).

Отже, 𝑆 ≈
7

64
= 0, 1109375. Наведемо значення суми ряду з точнiстю до десяти знакiв:

𝑆 = 0, 1126928347.

Пропонуємо порiвняти оцiнку похибки 𝑟2, яку дає теорема Лейбнiца, iз значенням 𝑟2 = 𝑆− 𝑠2.

1.5. Ряди з довiльними членами
Перейдемо до розгляду рядiв з довiльними членами. Нехай членами ряду

∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛 (1.5.1)

є як додатнi, так i вiд’ємнi числа.
Поряд iз рядом (1.5.1) розглянемо ряд

∞∑︁
𝑛=1

| 𝑎𝑛|. (1.5.2)

Означення 4. Якщо ряд (1.5.2) збiгається, то ряд (1.5.1) називають а б с о л ю -
т н о з б i ж н и м рядом.
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Означення 5. Якщо ряд (1.5.1) збiгається, а ряд (1.5.2) розбiгається, то ряд
(1.5.1) називають у м о в н о з б i ж н и м рядом.

Теорема 9. Якщо ряд (1.5.2) збiгається, то i ряд (1.5.1) збiгається.

П р и к л а д 1. Дослiдити збiжнiсть ряду

sin𝛼

12
+

sin 2𝛼

22
+ · · ·+ sin𝑛𝛼

𝑛2
+ · · · ,

де 𝛼 — будь-яке число.

Р о з в ’ я з а н н я. Розглянемо ряд, складений з абсолютних величин членiв заданого ряду,
—

| sin𝛼|
12

+
| sin 2𝛼|

22
+ · · ·+ | sin𝑛𝛼|

𝑛2
+ · · ·

та ряд з бiльшими членами

1 +
1

22
+ · · ·+ 1

𝑛2
+ · · ·

Цей, останнiй ряд збiгається (ряд
∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛𝛼
при 𝛼 > 1 збiгається). Оскiльки для будь-якого 𝑛

виконується нерiвнiсть
| sin𝑛𝛼|

𝑛2
6

1

𝑛2
,

то за першою ознакою порiвняння знаходимо, що i ряд, складений з абсолютних величин
членiв заданого ряду, збiгається. Тобто заданий ряд збiгається абсолютно. Оскiльки абсолютно
збiжний ряд збiгається (теорема 9), то заданий ряд збiгається.

П р и к л а д 2. Ряд
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛

𝑛
є умовно збiжним: вiн збiгається за ознакою Лейбнiца (див. с.

13), а ряд
∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛
, складений з абсолютних величин його членiв, розбiгається.

1.6. Дiї над збiжними рядами

1.6.1. Множення ряду на число

Твердження 1.6. 1. Якщо ряд

𝑎1 + 𝑎2 + · · · + 𝑎𝑛 + · · ·

збiгається i його сума дорiвнює 𝐴, то ряд

𝑐𝑎1 + 𝑐𝑎2 + · · · + 𝑐𝑎𝑛 + · · · ,

де 𝑐 — будь-яке фiксоване число, також збiгається i його сума дорiвнює 𝑐𝐴.

1.6.2. Додавання рядiв

Твердження 1.6. 2. Якщо ряди

𝑎1 + 𝑎2 + · · · + 𝑎𝑛 + · · ·

i
𝑏1 + 𝑏2 + · · · + 𝑏𝑛 + · · ·
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збiгаються i їхнi суми дорiвнюють вiдповiдно 𝐴 i 𝐵, то ряди

(𝑎1 + 𝑏1) + (𝑎2 + 𝑏2) + · · · + (𝑎𝑛 + 𝑏𝑛) + · · ·

i
(𝑎1 − 𝑏1) + (𝑎2 − 𝑏2) + · · · + (𝑎𝑛 − 𝑏𝑛) + · · ·

також збiгаються i їхнi суми дорiвнюють вiдповiдно 𝐴 + 𝐵 i 𝐴−𝐵.

1.6.3. Групування членiв ряду

Твердження 1.6. 3. Якщо ряд

𝑎1 + 𝑎2 + · · · + 𝑎𝑛 + · · ·

збiгається i його сума дорiвнює 𝐴, то ряд

(𝑎1 + 𝑎2 + · · · + 𝑎𝑛1) + (𝑎𝑛1+1 + · · · + 𝑎𝑛2) + · · · + (𝑎𝑛𝑘+1 + · · · + 𝑎𝑛𝑘+1
) + · · ·

збiгається i його сума дорiвнює 𝐴.
Тобто члени збiжного ряду можна довiльним чином групувати: сума ряду вiд цього

не змiниться.

1.6.4. Перестановка членiв ряду

Iз курсу елементарної математики ми знаємо, що операцiя додавання є комутатив-
ною: 𝑎 + 𝑏 = 𝑏 + 𝑎 i що вiд змiни мiсць доданкiв сума не змiнюється.

Ми наводимо двi вiдомi теореми про правило «вiд змiни мiсць доданкiв сума не
змiнюється», справедливе для будь-якої скiнченної кiлькостi доданкiв i яке може пору-
шуватись у випадку н е с к i н ч е н н о г о числа доданкiв.

Перестановка членiв абсолютно збiжного ряду.

Теорема 10 ( теорема Дiрiхле). Якщо ряд абсолютно збiгається i його сума дорiвнює
𝐴, то ряд, отриманий перестановкою його членiв, також абсолютно збiгається i має
ту саму суму 𝐴.

Тобто у випадку абсолютно збiжного ряду перестановка доданкiв не впливає на суму.

Перестановка членiв умовно збiжного ряду.

Теорема 11 (теорема Рiмана). Якщо ряд збiгається умовно, то, яке б не було напе-
ред задане число 𝐴, можна так переставити члени ряду, що сума отриманого ряду
дорiвнюватиме 𝐴.

Тобто у випадку умовно збiжного ряду перестановка його членiв викликає змiну
суми ряду. Наведемо з цього приводу приклад.
П р и к л а д 1. Знакозмiнний ряд

1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · · (A)

збiгається умовно. Позначимо його суму через 𝑆. Переставимо члени ряду так, щоб за одним
додатним членом йшли два вiд’ємнi члени:

1− 1

2
− 1

4
+

1

3
− 1

6
− 1

8
+ · · ·+ 1

2𝑘 − 1
− 1

4𝑘 − 2
− 1

4𝑘
+ · · · (A′)
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Покажемо, що цей ряд збiгається. Позначимо через 𝑠𝑛 i 𝑠′𝑛 частиннi суми рядiв (A) та (A′)
вiдповiдно. Розглянемо суму 3𝑘 членiв ряду (A′):

𝑠′3𝑘 =

(︂
1− 1

2
− 1

4

)︂
+

(︂
1

3
− 1

6
− 1

8

)︂
+ · · ·+

(︂
1

2𝑘 − 1
− 1

4𝑘 − 2
− 1

4𝑘

)︂
=

=

(︂
1

2
− 1

4

)︂
+

(︂
1

6
− 1

8

)︂
+ · · ·+

(︂
1

4𝑘 − 2
− 1

4𝑘

)︂
=

=
1

2

[︂(︂
1− 1

2

)︂
+

(︂
1

3
− 1

4

)︂
+ · · ·+

(︂
1

2𝑘 − 1
− 1

2𝑘

)︂]︂
=

=
1

2

(︂
1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ 1

2𝑘 − 1
− 1

2𝑘

)︂
=

1

2
𝑠𝑘.

Отже,

lim
𝑘→∞

𝑠′3𝑘 = lim
𝑘→∞

1

2
𝑠𝑘 =

1

2
𝑆.

Знаходимо границi

lim
𝑘→∞

𝑠′3𝑘+1 = lim
𝑘→∞

(︂
𝑠′3𝑘 +

1

2𝑘 + 1

)︂
=

1

2
𝑆,

lim
𝑘→∞

𝑠′3𝑘+2 = lim
𝑘→∞

(︂
𝑠′3𝑘 +

1

2𝑘 + 1
− 1

4𝑘 + 2

)︂
=

1

2
𝑆.

Таким чином, ми встановили, що iснує скiнченна границя частинних сум ряду (A′):

lim
𝑘→∞

𝑠𝑘 =
1

2
𝑆.

Тобто ряд (A′) збiгається i його сума 𝑆′ вдвiчi менша суми 𝑆 ряду (A):

𝑆′ = lim
𝑘→∞

𝑠𝑘 =
1

2
𝑆.

Як бачимо, перестановка членiв умовно збiжного ряду викликала змiну суми ряду.

1.7. Розв’язання задач засобами Maple
П р и к л а д 1. Для ряду

1

1 · 7
+

1

3 · 9
+ · · ·+ 1

(2𝑛− 1)(2𝑛+ 5)
+ · · ·

1. знайти суму 𝑛 перших членiв ряду (𝑆𝑛),

2. довести збiжнiсть ряду, користуючись безпосередньо означенням збiжностi,

3. знайти суму ряду 𝑆.

Р о з в ’ я з а н н я.
> restart;
Задаємо загальний член ряду:
> a_n:=1/((2*n-1)*(2*n+5));

𝑎_𝑛 :=
1

(2𝑛− 1)(2𝑛+ 5)
.

Знаходимо частинну суму ряду 𝑆𝑘:
> S_k:=sum(a_n,n=1..k);

𝑆_𝑘 := − 1

12(𝑘 + 1
2)

− 1

12(𝑘 + 3
2)

− 1

12(𝑘 + 5
2)

+
23

90
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Послiдовнiсть частинних сум ряду є монотонно зростаючою i, як виявилося, обмеженою звер-
ху, а, значить, збiжною. Ряд збiгається i має суму

𝑆 = lim
𝑘→∞

𝑆𝑘 =
23

90
.

П р и к л а д 2. Для ряду

1

1 · 2 · 3
+

1

2 · 3 · 4
+ · · ·+ 1

𝑛(𝑛+ 1)(𝑛+ 2)
+ · · ·

1. знайти суму 𝑛 перших членiв ряду (𝑆𝑛),

2. довести збiжнiсть ряду, користуючись безпосередньо означенням збiжностi,

3. знайти суму ряду 𝑆.

Р о з в ’ я з а н н я.
Знаходимо частинну суму ряду:
> S_k:=sum(1/(n*(n+1)*(n+2)),n=1...k);

𝑆𝑘 := − 1

(2(𝑘 + 1))
+

1

(2(2 + 𝑘))
+

1

4

Послiдовнiсть 𝑆𝑘 є збiжною:
> limit(S_k,k=infinity);

1

4

Ряд збiгається i має суму 𝑆 =
1

4
.

П р и к л а д 3. Для ряду

arctg
1

2
+ arctg

1

8
+ · · ·+ arctg

1

2𝑛2
+ · · ·

1. знайти суму 𝑛 перших членiв ряду (𝑆𝑛),

2. довести збiжнiсть ряду, користуючись безпосередньо означенням збiжностi,

3. знайти суму ряду 𝑆.

Р о з в ’ я з а н н я. :
> restart;
Спроба знайти частинну суму ряду безпосереднiм її обчисленням виявилася безрезультатною:
> sum(arctan(1/(2*n^2)),n=1..k);

𝑘∑︁
𝑛=1

arctan
1

2𝑛2

Будуємо частинну суму ряду. Обчислимо 𝑆2:
> expand(tan(arctan(1/2)+arctan(1/8)));

2

3

> S_2:=arctan(%);

𝑆2 := arctan

(︂
2

3

)︂
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На пiдставi отриманого результату 𝑆1 = arctg
1

2
, 𝑆2 = arctg

2

3
робимо припущення, що

𝑆𝑛 = arctg
𝑛

𝑛+ 1
. Перевiряємо справедливiсть припущення, обчислимо 𝑆𝑛+1:

> expand(tan(arctan(n/(n+1))+arctan(1/(2*(n+1)^2)))):simplify(%);

𝑛+ 1

𝑛+ 2

Як бачимо, припущення виявилося вiрним.
> S_n:=arctan(n/(n+1));

𝑆𝑛 := arctan

(︂
𝑛

𝑛+ 1

)︂
Знаходимо суму ряду;
> limit(S_n,n=infinity);

𝜋

4

П р и к л а д 4. Дослiдити ряд на збiжнiсть

∞∑︁
𝑛=1

2 · 5 · . . . · (3𝑛− 1)

1 · 5 · . . . · (4𝑛− 3)
.

Р о з в ’ я з а н н я. Застосуємо ознаку Даламбера.
> restart;
Задаємо загальний член ряду:
> a:=n->(product((3*k-1),k=1..n)/product((4*k-3),k=1..n));

𝑎 := 𝑛 ↦→

𝑛∏︁
𝑘=1

(3 · 𝑘 − 1)

𝑛∏︁
𝑘=1

(4 · 𝑘 − 3)

> limit(a(n+1)/a(n),n=infinity);
3

4

Ряд збiгається.

П р и к л а д 5. Дослiдити ряд на збiжнiсть

2

3
+

(︂
3

2

)︂4

9
+ · · ·+

(︂
𝑛+ 1

𝑛

)︂𝑛2

3𝑛
+ · · ·

Р о з в ’ я з а н н я. Застосуємо радикальну ознаку Кошi.
Задаємо загальний член ряду:
> a:=n->((n+1)/n)^(n^2)/3^n;

𝑎 := 𝑛 ↦→

(︂
𝑛+ 1

𝑛

)︂𝑛2

3𝑛

> limit(surd(a(n),n),n=infinity);
𝑒

3

Ряд збiгається.
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П р и к л а д 6. Дослiдити ряд на збiжнiсть

∞∑︁
𝑛=2

1√
𝑛
ln

𝑛+ 1

𝑛− 1
.

Р о з в ’ я з а н н я. Застосуємо iнтегральну ознаку Кошi.
Задаємо загальний член ряду:
> f:=1/sqrt(n)*ln((n+1)/(n-1));

𝑓 :=
ln

𝑛+ 1

𝑛− 1√
𝑛

Функцiя 𝑓 на промiжку [2,+∞] задовольняє умови iнтегральної ознаки Кошi: є неперервною,
монотонно спадає i прямує до нуля, коли 𝑛 → +∞. Наведемо графiк функцiї 𝑓 :
> plot(f,n=2..infinity);

Рис. 1

Знайдемо первiсну 𝐹 функцiї 𝑓 i обчислимо lim
𝑛→∞

𝐹 :
> F:=int(f,n):limit(F,n=infinity);

2𝜋

Оскiльки lim
𝑛→∞

𝐹 < ∞, то ряд збiгається.

П р и к л а д 7. Дослiдити ряд на збiжнiсть

1

2
− 8

4
+ · · ·+ (−1)𝑛+1𝑛

3

2𝑛
+ · · ·

Р о з в ’ я з а н н я. Дослiдимо ряд на абсолютну збiжнiсть. Розглянемо ряд

∞∑︁
𝑛=1

𝑛3

2𝑛
.

Скористаємося радикальною ознакою Кошi:
> limit(surd(n^3/2^n,n),n=infinity);

1

2

Ряд збiгається абсолютно.

П р и к л а д 8. Дослiдити ряд на збiжнiсть

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛

𝑛− ln𝑛
.
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Р о з в ’ я з а н н я. Ряд не є абсолютно збiжним, оскiльки
1

𝑛− ln𝑛
∼ 1

𝑛
, а ряд

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛
розбi-

гається.
> limit((1/(n-ln(n)))/(1/n),n=infinity);

1

Члени заданого знакоперемiжного ряду за абсолютною величиною утворюють монотонно спа-
дну до нуля послiдовнiсть:
> assume(n>1);is(1/(n-ln(n))>1/(n+1-ln(n+1)));

𝑡𝑟𝑢𝑒

За ознакою Лейбниця ряд збiгається.
Ряд збiгається умовно.

П р и к л а д 9. Дослiдити ряд на збiжнiсть
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛+1 2
𝑛2

𝑛!
.

Р о з в ’ я з а н н я. Ряд розбiгається, оскiльки не виконується необхiдна умова збiжностi;
> limit(2^(n^2)/n!,n=infinity);

∞

Ряд розбiгається.

Завдання до роздiлу
Дослiдити збiжнiсть рядiв:

1.
∞∑︁
𝑛=1

cos2
𝜋𝑛

3
3𝑛 + 2

. 2.
∞∑︁
𝑛=1

𝑛 cos2 𝑛

𝑛3 + 5
.

3.
∞∑︁
𝑛=1

𝑛2

3𝑛 + 2𝑛
. 4.

∞∑︁
𝑛=1

sin2 2𝑛

𝑛2
.

5.
∞∑︁
𝑛=1

3 + (−1)𝑛

2𝑛+2
. 6.

∞∑︁
𝑛=1

ln𝑛
3
√
𝑛7

.

7.
∞∑︁
𝑛=2

𝑛+ 1

2𝑛 (𝑛− 1)!
. 8.

∞∑︁
𝑛=1

10𝑛2𝑛!

(2𝑛)!
.

9.
∞∑︁
𝑛=1

𝑛+ 5

𝑛!
sin

2

3𝑛
. 10.

∞∑︁
𝑛=1

𝑛2

(𝑛+ 2)!
.

11.
∞∑︁
𝑛=1

1 · 3 · 5...(2𝑛− 1)

3𝑛 (𝑛+ 1)
. 12.

∞∑︁
𝑛=1

3 · 5 · 7... (2𝑛+ 1)

2 · 5 · 8... (3𝑛− 1)
.

13.
∞∑︁
𝑛=1

2𝑛+1

𝑛𝑛
. 14.

∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛

10𝑛+ 5

)︂𝑛2

.
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15.
∞∑︁
𝑛=1

1

3𝑛

(︂
𝑛

𝑛+ 1

)︂−𝑛2

. 16.
∞∑︁
𝑛=1

𝑛 · 3𝑛+2

5𝑛
.

17.
∞∑︁
𝑛=1

(︂
𝑛+ 1

𝑛

)︂𝑛2

1

2𝑛
. 18.

∞∑︁
𝑛=1

(︂
4𝑛− 3

5𝑛+ 1

)︂𝑛3

.

19.
∞∑︁
𝑛=1

𝑛4

(︂
2𝑛

3𝑛+ 5

)︂𝑛

. 20.
∞∑︁
𝑛=1

2𝑛−1𝑒−𝑛.
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Дослiдити абсолютну збiжнiсть рядiв:

21.
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛+1 2𝑛+ 1

𝑛 (𝑛+ 1)
. 22.

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛+1

(︂
𝑛

2𝑛+ 1

)︂𝑛

.

23.
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛 sin 𝜋
2
√
𝑛√

3𝑛+ 1
. 24.

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛 cos
𝜋

6𝑛
.

25.
∞∑︁
𝑛=1

cos𝑛

𝑛2
. 26.

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛
2𝑛− 1

3𝑛
.

27.
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛 ln

(︂
1 +

1

𝑛2

)︂
. 28.

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛−1

(𝑛+ 1) 22𝑛
.

Обчислити суму ряду з точнiстю 𝜀.

29.
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛+1 1

3𝑛2
𝜀 = 0, 01. 30.

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛

(2𝑛)!
, 𝜀 = 0, 001.

31.
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛

(2𝑛)!!
, 𝜀 = 0, 001. 32.

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛

(2𝑛+ 1)!
, 𝜀 = 0, 0001.

33.
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛

1 + 𝑛2
, 𝜀 = 0, 01. 34.

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛

1 + 𝑛2
, 𝜀 = 0, 01.

35.
∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛 · 2𝑛

(𝑛+ 1)𝑛
, 𝜀 = 0, 001. 36.

∞∑︁
𝑛=0

(−1)𝑛

(𝑛+ 1)𝑛
, 𝜀 = 0, 001.
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Тема 2

Функцiональнi ряди

2.1. Границя послiдовностi функцiй
Нехай задана послiдовнiсть, членами якої є функцiї

𝑓1(𝑥), 𝑓2(𝑥), . . . , 𝑓𝑛(𝑥), . . . , (2.1.1)

визначенi на деякiй множинi 𝑋.

Означення 6. Кажуть, що послiдовнiсть (2.1.1) збiгається в точцi 𝑥0 ∈ 𝑋,
якщо числова послiдовнiсть {𝑓𝑛(𝑥0)} збiгається.

Послiдовнiсть (2.1.1) називають збiжною на множинi 𝑋, якщо вона збiгається в
кожнiй точцi множини 𝑋.

Якщо lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋, то кажуть, що послiдовнiсть (2.1.1) збiгається до
функцiї 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑋.

За означенням границi послiдовностi збiжнiсть послiдовностi 𝑓𝑛(𝑥) до функцiї 𝑓(𝑥)
в т о ч ц i 𝑥 означає, що для будь-якого додатного числа 𝜀 iснує такий номер 𝑁 , що
для всiх 𝑛 > 𝑁 виконується нерiвнiсть

| 𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓(𝑥)| < 𝜀. (2.1.2)

Номер 𝑁 залежить вiд 𝜀 i, взагалi кажучи, вiд 𝑥.
П р и к л а д 1. Розглянемо послiдовнiсть функцiй

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . (0 6 𝑥 6 1),

Очевидно, що 𝑓(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥) = 0 при 𝑥 < 1 i 𝑓(1) = 1. Графiки функцiй 𝑓𝑛(𝑥) для 𝑛 =

1, 2, 3, 4, 5, 10 зображенi на рис.2 .

Рис. 2
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Якщо ми вiзьмемо, наприклад, 𝜀 = 0, 2, то побачимо, що нерiвнiсть (2.1.2), скажiмо, в точцi 𝑥 =
0, 2 виконується для 𝑛 > 𝑁 = 1, а, наприклад, в точцi 𝑥 = 0, 7 нерiвнiсть (2.1.2) справджується,
починаючи з 5-го номера, тобто для 𝑛 > 𝑁 = 4. Як бачимо, 𝑁 залежить як вiд 𝜀, так i вiд 𝑥:
𝑁 = 𝑁(𝜀, 𝑥).

Означення 7. Якщо для будь-якого 𝜀 > 0 iснує такий н е з а л е ж н и й в i д 𝑥
номер 𝑁 = 𝑁(𝜀), що при 𝑛 > 𝑁 нерiвнiсть (2.1.2) виконується о д н о ч а с н о д л я
в с i х 𝑥 ∈ 𝑋, то кажуть, що послiдовнiсть (2.1.1) збiгається на множинi 𝑋 до
функцiї 𝑓(𝑥) р i в н о м i р н о вiдносно 𝑥.

Геометрично рiвномiрна збiжнiсть послiдовностi функцiй 𝑓𝑛(𝑥) до функцiї 𝑓(𝑥) озна-
чає, що, починаючи з деякого номера 𝑛 > 𝑁 , графiки функцiй 𝑓𝑛(𝑥) потрапляють в
𝜀-окiл графiка функцiї 𝑓(𝑥) i бiльше з нього не виходять (рис. 3 ).

Рис. 3

На рис. 3 зображенi: графiки функцiй послiдовностi 𝑓𝑛(𝑥) — тонкi суцiльнi лiнiї,
графiк граничної функцiї 𝑓(𝑥) — товста суцiльна лiнiя, 𝜀-окiл графiка функцiї 𝑓(𝑥) —
смужка, обмежена пунктирними лiнiями.

Позначають рiвномiрну збiжнiсть послiдовностi 𝑓𝑛(𝑥) до функцiї 𝑓(𝑥) символом

𝑓𝑛(𝑥)⇒ 𝑓(𝑥)

на вiдмiну вiд звичайної збiжностi 𝑓𝑛(𝑥) → 𝑓(𝑥).
П р и к л а д 2. Послiдовнiсть 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . на промiжку [0, 𝑎], де 0 < 𝑎 < 1,
збiгається рiвномiрно, оскiльки при 𝑛 > 𝑁 = [log𝑎 𝜀] нерiвнiсть

| 𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| = |𝑥𝑛 − 0| < 𝜀

виконується одночасно для всiх 𝑥 ∈ [0, 𝑎]. Зокрема, при 𝑎 = 0, 7 усi члени послiдовностi 𝑥𝑛

потрапляють в 𝜀-окiл граничної функцiї 𝑓(𝑥) = 0, починаючи з 5-го номера (див. рис. 2 ).
Зауважимо, що на промiжку [0, 1) послiдовнiсть 𝑥𝑛 не є рiвномiрно збiжною: такого номера

𝑁 , починаючи з якого д л я в с i х 𝑥 ∈ [0, 1) виконувалася б нерiвнiсть

| 𝑓𝑛(𝑥)− 𝑓(𝑥)| = 𝑥𝑛 < 𝜀, 𝑛 > 𝑁

не iснує. Справдi, при 0 < 𝜀 < 1 для будь-якого 𝑛 на промiжку [0, 1) графiки функцiй 𝑓𝑛(𝑥) =

𝑥𝑛 перетинають графiк функцiї 𝑓(𝑥) + 𝜀 = 𝜀 в точцi 𝑥𝑛,𝜀 = 𝑛
√
𝜀, а при 𝑥 > 𝑛

√
𝜀 вони покидають

𝜀-окiл граничної функцiї 𝑓(𝑥) = 0 (див. рис. 2 ).
Вкажемо на одну важливу властивiсть рiвномiрно збiжних послiдовностей:

Теорема 12. Якщо послiдовнiсть функцiй

𝑓1(𝑥), 𝑓(𝑥), . . . , 𝑓𝑛(𝑥), . . . ,
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визначених i неперервних на промiжку [𝑎, 𝑏], збiгається до функцiї 𝑓(𝑥) р i в н о м i р -
н о н а [𝑎, 𝑏], то i функцiя 𝑓(𝑥) неперервна на [𝑎, 𝑏].

2.2. Функцiональнi ряди

Означення 8. Нехай задана послiдовнiсть функцiй 𝑢1(𝑥), 𝑢2(𝑥), . . . , 𝑢𝑛(𝑥), . . .,
визначених на деякiй множинi 𝑋. Вираз

𝑢1(𝑥) + 𝑢2(𝑥) + . . . + 𝑢𝑛(𝑥) + . . . =
∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥) (2.2.3)

називають функцiональним рядом.

Означення 9. Кажуть, що ряд (2.2.3) збiгається в точцi 𝑥 = 𝑥0, якщо вiдповiд-

ний числовий ряд
∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥0) збiгається.

Множину значень 𝑥, для яких ряд (2.2.3) збiгається, називають областю збiжно-
стi ряду (2.2.3).

Кажуть, що ряд (2.2.3) збiгається в 𝑋 абсолютно, якщо в 𝑋 збiгається ряд
∞∑︁
𝑛=1

|𝑢𝑛(𝑥)|.

Для знаходження областi збiжностi функцiонального ряду
∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥) застосовують

до ряду
∞∑︁
𝑛=1

|𝑢𝑛(𝑥)| яку-небудь достатню ознаку, наприклад, ознаку Даламбера або Ко-

шi, знаходять границю lim
𝑛→∞

|𝑢𝑛+1(𝑥)

|𝑢𝑛(𝑥)|
= 𝑝(𝑥) чи lim

𝑛→∞
𝑛
√︀
|𝑢𝑛(𝑥)| = 𝑝(𝑥) i розв’язують

нерiвнiсть 𝑝(𝑥) < 1. Потiм дослiджують ряд на збiжнiсть у межових точках множини
𝑝(𝑥) < 1.

П р и к л а д 1. Знайти область збiжностi ряду
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛

2𝑛− 1

(︂
1− 𝑥

1 + 𝑥

)︂𝑛

.

Р о з в ’ я з а н н я. Розглянемо ряд, складений з абсолютних величин членiв заданого ряду,
i застосуємо до нього ознаку Кошi:

lim
𝑛→∞

𝑛
√︀

|𝑢𝑛(𝑥)| = lim
𝑛→∞

𝑛

√︃
1

2𝑛− 1

⃒⃒⃒⃒
1− 𝑥

1 + 𝑥

⃒⃒⃒⃒𝑛
=

⃒⃒⃒⃒
1− 𝑥

1 + 𝑥

⃒⃒⃒⃒
= 𝑝(𝑥).

Розв’язуємо нерiвнiсть 𝑝(𝑥) < 1:⃒⃒⃒⃒
1− 𝑥

1 + 𝑥

⃒⃒⃒⃒
< 1 ⇔ |𝑥− 1| < |𝑥+ 1|.

Побудуємо графiки функцiй 𝑦 = |𝑥+ 1| i 𝑦 = |𝑥− 1| (рис. 4).
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Як бачимо, нерiвнiсть |𝑥 − 1| < |𝑥 + 1| викону-
ється при всiх 𝑥 > 0. Тобто на множинi 𝑥 > 0
заданий ряд збiгається абсолютно.

Межовою точкою областi збiжностi ряду є то-
чка 𝑥 = 0. Дослiджуємо ряд на збiжнiсть при
𝑥 = 0. При 𝑥 = 0 маємо ряд

∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(0) =
∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛

2𝑛− 1
.

Цей ряд умовно збiгається. Отже, область збi-
жностi заданого ряду 𝑋 = [0,∞).

Рис. 4

Означення 10. Кажуть, що ряд (2.2.3) рiвномiрно збiгається на множинi 𝑋,
якщо послiдовнiсть його частинних сум збiгається на 𝑋 рiвномiрно.

Наведемо одну з ознак рiвномiрної збiжностi функцiонального ряду:

Теорема 13 (ознака Вейєрштрасса). Якщо члени функцiонального ряду (2.2.3) задо-
вольняють в областi 𝑋 нерiвностi

|𝑢𝑛(𝑥)| 6 𝑐𝑛 (𝑛 = 1, 2, . . .),

де 𝑐𝑛 — члени деякого з б i ж н о г о числового ряду

𝑐1 + 𝑐2 + · · · + 𝑐𝑛 + · · · =
∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛, (C)

то ряд (2.2.3) збiгається в 𝑋 р i в н о м i р н о.

Числовий ряд (C) називають мажорантою функцiонального ряду (2.2.3). Ознаку
Вейєрштрасса можна перефразувати так:

Якщо для функцiонального ряду iснує збiжна мажоранта, то вiн збiгається рiв-
номiрно.

Зауважимо, що ознака Вейєрштрасса є д о с т а т н ь о ю ознакою рiвномiрної збi-
жностi i н е є н е о б х i д н о ю. Можна навести приклади функцiональних рядiв, якi
збiгаються рiвномiрно i для яких не iснує збiжний мажоруючий ряд (докладнiше див.
[?], c. 604–605).

2.3. Дiї над рiвномiрно збiжними рядами
Почленний перехiд до границi. Нехай 𝑋 — довiльна нескiнченна множина i

нехай точка 𝑎 така, що в будь-якому її околi мiстяться точки множини 𝑋, сама точка
𝑎 може i не належати множинi 𝑋.

Теорема 14. Нехай кожна з функцiй 𝑢𝑛(𝑥) визначена на множинi 𝑋 i при 𝑥 → 𝑎 має
скiнченну границю

lim
𝑥→𝑎

𝑢𝑛(𝑥) = 𝑐𝑛.

Якщо ряд
∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥) збiгається на множинi 𝑋 р i в н о м i р н о, тодi

1) збiгається ряд
∞∑︁
𝑛=1

𝑐𝑛 = 𝐶;
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2) сума ряду
∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥) має при 𝑥 → 𝑎 границю, рiвну 𝐶

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥) = 𝐶.

Тобто, якщо виконуються умови, наведенi в теоремi 14, то можна переходити до
границi пiд знаком суми:

lim
𝑥→𝑎

∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=1

lim
𝑥→𝑎

𝑢𝑛(𝑥).

Почленне iнтегрування рядiв.

Теорема 15. Якщо функцiї 𝑢𝑛(𝑥) (𝑛 = 1, 2, . . .) неперервнi на промiжку [𝑎, 𝑏] i ряд
∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥) збiгається на [𝑎, 𝑏] р i в н о м i р н о, то ряд можна почленно iнтегрувати:

𝑏∫︁
𝑎

∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥) 𝑑𝑥 =
∞∑︁
𝑛=1

𝑏∫︁
𝑎

𝑢𝑛(𝑥) 𝑑𝑥.

Почленне диференцiювання рядiв.

Теорема 16. Якщо функцiї 𝑢𝑛(𝑥) (𝑛 = 1, 2, . . .) неперервнi на промiжку [𝑎, 𝑏] i мають
на цьому промiжку неперервнi похiднi 𝑢′

𝑛(𝑥) i якщо ряди

∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥) i
∞∑︁
𝑛=1

𝑢′
𝑛(𝑥)

збiгаються на [𝑎, 𝑏] р i в н о м i р н о, то(︃
∞∑︁
𝑛=1

𝑢𝑛(𝑥)

)︃′

=
∞∑︁
𝑛=1

𝑢′
𝑛(𝑥).

2.4. Степеневi ряди

Означення 11. Степеневими рядами називають ряди виду

𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + · · · + 𝑎𝑛𝑥

𝑛 + · · · =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛 (2.4.4)

та

𝑎0 + 𝑎1(𝑥− 𝑥0) + 𝑎2(𝑥− 𝑥0)
2 + · · · + 𝑎𝑛(𝑥− 𝑥0)

𝑛 + · · · =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛(𝑥− 𝑥0)
𝑛. (2.4.5)

Числа 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, . . . називають коефiцiєнтами степеневого ряду.

Розглянемо властивостi ряду (2.4.4), оскiльки ряд (2.4.5) замiною змiнної 𝑥− 𝑥0 = 𝑡
зводиться до виду (2.4.4).
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Теорема 17 (теорема Абеля). Якщо степеневий ряд

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛

збiгається при 𝑥 = 𝑥0 ̸= 0, то вiн збiгається, i притому а б с о л ю т н о, при будь-
якому 𝑥, для якого |𝑥| < |𝑥0|.

Наслiдок. Якщо степеневий ряд
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛 розбiгається при 𝑥 = 𝑥0, то вiн розбiга-

ється i при всiх 𝑥, для яких |𝑥| > |𝑥0|.
Означення 12. Невiд’ємне число 𝑅 (або 𝑅 = +∞) таке, що при всiх 𝑥, для яких

|𝑥| < 𝑅, ряд (2.4.4) збiгається, а при всiх 𝑥, для яких |𝑥| > 𝑅 (якщо 𝑅 < +∞), ряд
(2.4.4) розбiгається, називають р а д i у с о м з б i ж н о с т i ряду (2.4.4).

Промiжок (−𝑅,𝑅) називають п р о м i ж к о м з б i ж н о с т i ряду (2.4.4).

Теорема 18. Для кожного степеневого ряду
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛 iснує радiус збiжностi 𝑅. На

промiжку збiжностi, тобто при |𝑥| < 𝑅, ряд збiгається а б с о л ю т н о. На будь-
якому промiжку |𝑥| 6 𝑟, де 𝑟 — фiксоване i 𝑟 < 𝑅, ряд збiгається р i в н о м i р н о.

Про збiжнiсть ряду на кiнцях промiжку збiжностi (−𝑅,𝑅) нiчого певного сказати не
можна. Її дослiджують для кожного ряду окремо. Але якщо ряд збiгається при 𝑥 = 𝑅
(𝑥 = −𝑅), то справджується твердження:

Теорема 19 (друга теорема Абеля). Якщо степеневий ряд
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛 збiгається, хоча б

умовно, при 𝑥 = 𝑅, то його сума 𝑓(𝑥) в точцi 𝑥 = 𝑅 неперервна злiва, тобто

𝑓(𝑅− 0) = lim
𝑥→𝑅−0

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑅
𝑛.

Аналогiчний результат має мiсце, якщо степеневий ряд збiгається на лiвому кiнцi
промiжку збiжностi 𝑥 = −𝑅, при цьому сума ряду є неперервною в точцi 𝑥 = −𝑅 iз
правого боку:

𝑓(−𝑅 + 0) = lim
𝑥→−𝑅+0

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛𝑥
𝑛 =

∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛(−𝑅)𝑛.

Радiус збiжностi степеневого ряду можна знайти, скориставшись вiдомим прийомом
пошуку областi збiжностi функцiонального ряду.

Якщо до ряду
∞∑︁
𝑛=1

𝑎𝑛𝑥
𝑛 застосуємо ознаку Даламбера, то отримаємо формулу

𝑅 = lim
𝑛→∞

| 𝑎𝑛|
| 𝑎𝑛+1|

; (2.4.6)

застосування ознаки Кошi дасть формулу

𝑅 =
1

lim
𝑛→∞

𝑛
√︀

| 𝑎𝑛|
. (2.4.7)
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I в (2.4.6), i в (2.4.7) припускається, що вказанi в них границi i с н у ю т ь. Якщо формули
(2.4.6) i (2.4.7) виявляться незастосовними (якщо, наприклад, ряд мiстить лише парнi
або непарнi степенi змiнної 𝑥), то можна скористатися формулою Адамара-Кошi (див.
[?], с. 628-630)

𝑅 =
1

lim
𝑛→∞

𝑛
√︀
| 𝑎𝑛|

, (2.4.8)

або ж знайти область збiжностi степеневого ряду, розглядаючи його як функцiональний
ряд загального вигляду.

П р и к л а д 1. Радiус збiжностi ряду
∞∑︁
𝑛=0

𝑛!𝑥𝑛 дорiвнює нулю, тобто цей ряд збiгається лише

при 𝑥 = 0:

𝑅 = lim
𝑛→∞

| 𝑎𝑛+1|
| 𝑎𝑛|

= lim
𝑛→∞

𝑛!

(𝑛+ 1)!
= lim

𝑛→∞

1

𝑛+ 1
= 0.

П р и к л а д 2. Радiус збiжностi ряду
∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛

𝑛!
дорiвнює +∞:

𝑅 = lim
𝑛→∞

| 𝑎𝑛+1|
| 𝑎𝑛|

= lim
𝑛→∞

(𝑛+ 1)!

𝑛!
= lim

𝑛→∞
(𝑛+ 1) = +∞.

Ряд збiгається при 𝑥 ∈ (−∞,+∞).

П р и к л а д 3. Радiус збiжностi ряду
∞∑︁
𝑛=0

𝑥𝑛

2𝑛
дорiвнює 2:

𝑅 =
1

lim
𝑛→∞

𝑛
√︀

| 𝑎𝑛|
=

1

lim
𝑛→∞

𝑛

√︂
1

2𝑛

= 2.

Ряд збiгається при 𝑥 ∈ (−2, 2), при 𝑥 = 2 i при 𝑥 = −2 ряд розбiгається, оскiльки в цих точках
не виконується необхiдна умова збiжностi ряду.

П р и к л а д 4. Розглянемо ряд
∞∑︁
𝑛=1

𝑥2𝑛+1

𝑛22𝑛
. Застосовувати до цього ряду формули (2.4.6) i

(2.4.7) не можна: коефiцiєнти цього степеневого ряду при парних степенях змiнної 𝑥 дорiвню-
ють нулю; границi, вказанi в (2.4.6) i (2.4.7), не iснують. Розглянемо цей ряд як функцiональ-

ний ряд iз загальним членом 𝑢𝑛(𝑥) =
𝑥2𝑛+1

𝑛22𝑛
i застосуємо до нього ознаку Даламбера:

lim
𝑛→∞

|𝑢𝑛+1(𝑥)|
|𝑢𝑛(𝑥)|

= lim
𝑛→∞

|𝑥2𝑛+3|
(𝑛+ 1)22𝑛+1

𝑛22𝑛

|𝑥2𝑛+1|
= lim

𝑛→∞

|𝑥2|𝑛2

2(𝑛+ 1)2
=

𝑥2

2
< 1.

Звiдси випливає, що при |𝑥| <
√
2 ряд збiгається, при |𝑥| >

√
2 ряд розбiгається. Радiус

збiжностi ряду дорiвнює 𝑅 =
√
2. При 𝑥 =

√
2 i 𝑥 = −

√
2 отримуємо збiжнi числовi ряди

±
∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛2
. Ряд збiгається при −

√
2 6 𝑥 6

√
2.

П р и к л а д 5. Розглянемо ряд

𝑥

2
+

𝑥2

3
+

𝑥3

22
+

𝑥4

32
+ · · ·+ 𝑥2𝑘−1

2𝑘
+

𝑥2𝑘

3𝑘
+ · · ·

У даному випадку ознаки Даламбера i Кошi непридатнi: границi lim
𝑛→∞

|𝑢𝑛+1(𝑥)|
|𝑢𝑛(𝑥)|

i lim
𝑛→∞

𝑛
√︀
|𝑢𝑛(𝑥)|

не iснують.
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Скористаємось ознакою Адамара-Кошi (2.4.8). Послiдовнiсть 𝑛
√︀

| 𝑎𝑛| має двi граничнi то-
чки:

lim
𝑘→∞

2𝑘−1
√︀

| 𝑎2𝑘−1| = lim
𝑛→∞

2𝑘−1

√︂
1

2𝑘
=

1√
2
,

lim
𝑘→∞

2𝑘
√︀
| 𝑎2𝑘| = lim

𝑛→∞
2𝑘

√︂
1

3𝑘
=

1√
3
.

Верхня границя послiдовностi — це найбiльша її гранична точка. Тобто

lim
𝑛→∞

𝑛
√︀
| 𝑎𝑛| =

1√
2
. За формулою (2.4.8) знаходимо, що радiус збiжностi заданого ряду до-

рiвнює 𝑅 =
√
2. Неважко бачити, що на кiнцях iнтервалу збiжностi ряд розбiгається — його

члени з непарними номерами не прямують до нуля. Область збiжностi ряду: −
√
2 < 𝑥 <

√
2.

Почленне диференцiювання та iнтегрування степеневих рядiв.

Теорема 20. Якщо 𝑅 > 0 — радiус збiжностi ряду

𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛(𝑥− 𝑥0)
𝑛, (2.4.9)

то
1) функцiя 𝑓(𝑥) має в iнтервалi (𝑥0−𝑅, 𝑥0 +𝑅) похiднi всiх порядкiв, їх знаходять

почленним диференцiюванням ряду (2.4.9);
2) для будь-якого 𝑥 ∈ (𝑥0 −𝑅, 𝑥0 + 𝑅)

𝑥∫︁
𝑥0

𝑓(𝑡)𝑑𝑡 =
∞∑︁
𝑛=0

𝑎𝑛
(𝑥− 𝑥0)

𝑛+1

𝑛 + 1
,

тобто всерединi iнтервалу збiжностi степеневий ряд можна почленно iнтегрувати;
3) степеневi ряди, отриманi з ряду (2.4.9) почленним диференцiюванням або iнте-

груванням, мають той самий радiус збiжностi, що i ряд (2.4.9).

2.5. Ряд Тейлора

Означення 13. Нехай функцiя 𝑓(𝑥) визначена в деякому околi точки 𝑥0 i має в
цiй точцi похiднi всiх порядкiв. Тодi ряд

∞∑︁
𝑛=0

𝑓 (𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥− 𝑥0)

𝑛 (2.5.10)

називають рядом Тейлора функцiї 𝑓(𝑥) в точцi 𝑥0.

При 𝑥0 = 0 ряд Тейлора називають також рядом Маклорена.

Теорема 21. Нехай функцiя 𝑓(𝑥) i всi її похiднi обмеженi в с у к у пностi на iнтер-
валi (𝑥0 − ℎ, 𝑥0 + ℎ), тобто iснує така стала 𝑀 > 0, що для всiх 𝑥 ∈ (𝑥0 − ℎ, 𝑥0 + ℎ) i
всiх 𝑛 = 0, 1, 2, . . . виконується нерiвнiсть

| 𝑓 (𝑛)(𝑥)| 6𝑀.

Тодi на iнтервалi (𝑥0 − ℎ, 𝑥0 + ℎ) функцiя 𝑓(𝑥) розкладається в ряд Тейлора

𝑓(𝑥) =
∞∑︁
𝑛=0

𝑓 (𝑛)(𝑥0)

𝑛!
(𝑥− 𝑥0)

𝑛, |𝑥− 𝑥0| < ℎ.
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Необхiдно пам’ятати п’ять основних розкладiв:

I. 𝑒𝑥 = 1 + 𝑥 +
𝑥2

2!
+ · · · +

𝑥𝑛

𝑛!
+ · · · (−∞ < 𝑥 < ∞).

II. sin𝑥 = 𝑥− 𝑥3

3!
+ · · · + (−1)𝑛−1 𝑥2𝑛−1

(2𝑛− 1)!
+ · · · (−∞ < 𝑥 < ∞).

III. cos𝑥 = 1 − 𝑥2

2!
+ · · · + (−1)𝑛

𝑥2𝑛

(2𝑛)!
+ · · · (−∞ < 𝑥 < ∞).

IV. (1 + 𝑥)𝑚 = 1 + 𝑚𝑥 +
𝑚(𝑚− 1)

2!
𝑥2 + · · ·

· · · +
𝑚(𝑚− 1) . . . (𝑚− 𝑛 + 1)

𝑛!
𝑥𝑛 + · · · (−1 < 𝑥 < 1).

V. ln(1 + 𝑥) = 𝑥− 𝑥2

2
+

𝑥3

3
− · · · + (−1)𝑛−1𝑥

𝑛

𝑛
+ · · · (−1 < 𝑥 6 1).

2.6. Деякi прийоми розкладу функцiй в степеневi ря-
ди

Розклад функцiї в ряд Тейлора безпосереднiм диференцiюванням та обчисленням
значень похiдних пов’язаний, як правило, з громiздкими викладками. Використання
основних розкладiв I – V i почленного iнтегрування та диференцiювання цих рядiв
набагато спрощують задачу.

Розглянемо приклади.
П р и к л а д 1. Розкласти функцiю 𝑓(𝑥) =

1

(1− 𝑥)2
в ряд Маклорена.

Р о з в ’ я з а н н я. Неважко бачити, що

1

(1− 𝑥)2
=

(︂
1

1− 𝑥

)︂′
.

Функцiю
1

1− 𝑥
можна розглядати як суму нескiнченно спадної геометричної прогресiї з пер-

шим членом 1 i знаменником 𝑥 (|𝑥| < 1):

1

1− 𝑥
= 1 + 𝑥+ 𝑥2 + 𝑥3 + · · ·+ 𝑥𝑛 + · · ·

Тодi
1

(1− 𝑥)2
=

(︂
1

1− 𝑥

)︂′
= 1 + 2𝑥+ 3𝑥2 + · · ·+ 𝑛𝑥𝑛−1 + · · · , (−1 < 𝑥 < 1).

П р и к л а д 2. Розкласти функцiю 𝑓(𝑥) =
5𝑥− 12

𝑥2 + 5𝑥− 6
в ряд Маклорена.

Р о з в ’ я з а н н я. Розкладемо заданий дрiб у суму найпростiших дробiв:

5𝑥− 12

𝑥2 + 5𝑥− 6
=

5𝑥− 12

(𝑥+ 6)(𝑥− 1)
=

𝐴

𝑥− 1
+

𝐵

𝑥+ 6
=

𝐴(𝑥− 1) +𝐵(𝑥+ 6)

(𝑥+ 6)(𝑥− 1)
.

Оскiльки крайнiй лiвий та крайнiй правий дроби в цiй низцi рiвностей однаковi i мають рiвнi
знаменники, то i їхнi чисельники рiвнi:

5𝑥− 12 = 𝐴(𝑥− 1) +𝐵(𝑥+ 6).
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Нехай 𝑥 = 1, тодi −7 = 𝐵 · 7, або 𝐵 = −1. Якщо покладемо 𝑥 = −6, то отримаємо рiвнiсть
−42 = −7𝐴, тобто 𝐴 = 6. Отже, задана функцiя має вигляд

𝑓(𝑥) =
5𝑥− 12

𝑥2 + 5𝑥− 6
=

6

𝑥+ 6
+

−1

𝑥− 1
.

Отриманi дроби розкладемо в ряд:

6

𝑥+ 6
=

1

1 +
𝑥

6

= 1− 𝑥

6
+

𝑥2

62
+ · · ·+ 𝑥𝑛

6𝑛
+ · · · ,

⃒⃒⃒𝑥
6

⃒⃒⃒
< 1,

−1

𝑥− 1
=

1

1− 𝑥
= 1 + 𝑥+ 𝑥2 + · · ·+ 𝑥𝑛 + · · · , |𝑥| < 1.

Спiльною областю збiжностi цих рядiв є iнтервал −1 < 𝑥 < 1. Знаходимо розклад в ряд суми
дробiв, враховуючи, що збiжнi ряди можна додавати почленно:

𝑓(𝑥) =
6

𝑥+ 6
+

−1

𝑥− 1
=

=

(︂
1− 𝑥

6
+

𝑥2

62
+ · · ·+ 𝑥𝑛

6𝑛
+ · · ·

)︂
+
(︀
1 + 𝑥+ 𝑥2 + · · ·+ 𝑥𝑛 + · · ·

)︀
=

= 2 +

(︂
1− 1

6

)︂
𝑥+

(︂
1 +

1

62

)︂
𝑥2 + · · ·

(︂
1 +

(−1)𝑛

6𝑛

)︂
𝑥𝑛 + · · · , −1 < 𝑥 < 1.

П р и к л а д 3. Розкласти функцiю 𝑓(𝑥) =
arcsin𝑥

𝑥
в ряд Маклорена.

Р о з в ’ я з а н н я. Розкладемо спочатку в ряд функцiю 𝑦 = arcsin𝑥:

𝑦′ =
1√

1− 𝑥2
=
(︀
1 + (−𝑥2)

)︀− 1
2 =

= 1 +

(︂
−1

2

)︂
(−𝑥2) +

(︂
−1

2

)︂(︂
−3

2

)︂
(−𝑥2)2

2!
+

(︂
−1

2

)︂(︂
−3

2

)︂(︂
−5

2

)︂
(−𝑥2)3

3!
+ · · · =

= 1 +
1

2
𝑥2 +

1 · 3
22 · 2!

𝑥4 +
1 · 3 · 5
23 · 3!

𝑥6 + · · ·+ 1 · 3 · 5 · · · (2𝑛− 1)

2𝑛 · 𝑛!
𝑥2𝑛 + · · · , 𝑥 ∈ (−1, 1).

Проiнтегруємо отриманий ряд в межах вiд 0 до 𝑥 (−1 < 𝑥 < 1):

𝑥∫︁
0

𝑦′𝑑𝑥 = arcsin𝑥 =

= 𝑥+
1

2 · 3
𝑥3 +

1 · 3
22 · 2! · 5

𝑥5 +
1 · 3 · 5
23 · 3! · 7

𝑥7 + · · ·+ 1 · 3 · 5 · · · (2𝑛− 1)

2𝑛 · 𝑛! · (2𝑛+ 1)
𝑥2𝑛+1 + · · ·

Радiус збiжностi отриманого ряду 𝑅 = 1. Зазначимо, що цей ряд збiгається i на кiнцях iнтер-
валу збiжностi, тобто при 𝑥 = ±1 (див. [?], c. 26).

Отже, задана функцiя 𝑓(𝑥) на промiжку 𝑥 ∈ [−1; 1] має такий розклад:

𝑓(𝑥) =
arcsin𝑥

𝑥
=

= 1 +
1

2 · 3
𝑥2 +

1 · 3
22 · 2! · 5

𝑥4 +
1 · 3 · 5
23 · 3! · 7

𝑥6 + · · ·+ 1 · 3 · 5 · · · (2𝑛− 1)

2𝑛 · 𝑛! · (2𝑛+ 1)
𝑥2𝑛 + · · ·

П р и к л а д 4. Розкласти функцiю 𝑓(𝑥) = sin2 𝑥 в ряд Маклорена.

33



Р о з в ’ я з а н н я.

sin2 𝑥 =
1− cos 2𝑥

2
=

=
1

2

[︂
1−

(︂
1− 22𝑥2

2!
+

24𝑥4

4!
− · · ·+ 22𝑛𝑥2𝑛

(2𝑛)!
+ · · ·

)︂]︂
=

= 𝑥2 − 23𝑥4

4!
+ · · ·+ 22𝑛−1𝑥2𝑛

(2𝑛)!
+ · · · , (−∞ < 𝑥 < +∞).

2.7. Приклади застосування рядiв до наближених об-
числень

Степеневi ряди мають рiзноманiтнi застосування. За їх допомогою з будь-якою зада-
ною точнiстю обчислюють значення функцiй, знаходять наближенi значення визначе-
них iнтегралiв, якi не виражаються через елементарнi функцiї, або є складними для їх
обчислення. Значну роль вiдiграють степеневi ряди в наближених методах розв’язання
диференцiальних рiвнянь.

При практичному обчисленнi виникає питання: скiльки треба взяти членiв розкладу
функцiї в ряд Тейлора, щоб досягти заданої точностi розрахункiв?

Якщо отриманий числовий ряд є знакоперемiжним, то можна скористатися ознакою
Лейбнiца: залишок знакоперемiжного ряду за абсолютною величиною не перевищує
першого вiдкинутого члена. Число 𝑛 вибирають з умови

| 𝑟𝑛| 6
⃒⃒⃒⃒
𝑓 (𝑛+1)(𝑥0)

(𝑛 + 1)!
(𝑥− 𝑥0)

𝑛+1

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀.

Якщо ряд не є знакозмiнним, то треба оцiнити залишковий член формули Тейлора.
У формi Лагранжа вiн має вигляд

𝑟𝑛(𝑥) =
𝑓 (𝑛+1)(𝑥0 + 𝜃(𝑥− 𝑥0))

(𝑛 + 1)!
(𝑥− 𝑥0)

𝑛+1, 0 < 𝜃 < 1.

Якщо має мiсце оцiнка |𝑓 (𝑛+1)(𝑥0 + 𝜃(𝑥− 𝑥0))| 6𝑀 , де 𝑀 — деяке число, то число 𝑛 —
кiлькiсть врахованих членiв ряду, визначають з умови:

|𝑟𝑛(𝑥)| 6 𝑀 |𝑥− 𝑥0|𝑛+1

(𝑛 + 1)!
< 𝜀.

П р и к л а д 1. Обчислити 10
√
1000 з точнiстю до 𝜀 = 0, 001.

Р о з в ’ я з а н н я.

10
√
1000 = 10

√
1024− 24 = 2

10

√︂
1− 24

1024
= 2

10

√︂
1− 3

128
=

= 2

[︃
1 +

1

10

(︂
− 3

128

)︂
+

1 · (−9)

102 · 2!

(︂
− 3

128

)︂2

+ · · ·

]︃
.

У даному розкладi можна обмежитися першими двома членами, оскiльки абсолютна величина
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залишку 𝑟1(𝑥), де 𝑥 = − 3

128
, не перевищує заданої точностi:

|𝑟1| =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒2 ·

1 · (−9)

102 · 2! 10

√︃(︂
1− 𝜃 · 3

128

)︂19
·
(︂
− 3

128

)︂2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ <

<
81

100 · 1282
(︂
1− 3

128

)︂2 = 0, 00005184 < 0, 001.

Отже,
10
√
1000 ≈ 2

(︂
1 +

1

10

(︂
− 3

128

)︂)︂
= 1, 9953125.

При цьому похибка не перевищує 0, 52 · 10−4.

П р и к л а д 2. Обчислити iнтеграл
1∫︁

0

sin𝑥

𝑥
𝑑𝑥 з точнiстю до 𝜀 = 0, 001.

Р о з в ’ я з а н н я.

1∫︁
0

sin𝑥

𝑥
𝑑𝑥 =

1∫︁
0

1

𝑥

(︂
𝑥− 𝑥3

3!
+

𝑥5

5!
− · · ·

)︂
𝑑𝑥 =

1∫︁
0

(︂
1− 𝑥2

3!
+

𝑥4

5!
− · · ·

)︂
𝑑𝑥 =

= 1− 1

3 · 3!
+

1

5 · 5!
− · · ·+ (−1)𝑛

1

(2𝑛− 1) · (2𝑛− 1)!
+ · · ·

У даному прикладi можна обмежитися першими трьома доданками: ряд є знакоперемiжним,
абсолютна величина четвертого доданка менша потрiбної точностi

1

7 · 7!
=

1

5040 · 7
<

1

1000
.

Отже, з точнiстю до 0, 001

1∫︁
0

sin𝑥

𝑥
𝑑𝑥 ≈ 1− 1

3 · 3!
+

1

5 · 5!
= 1− 1

18
+

1

600
= 0, 946.
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Завдання до роздiлу
Знайти область збiжностi функцiонального ряду:

1.
∞∑︁
𝑛=1

1

ln𝑛 (𝑥− 1)
. 2.

∞∑︁
𝑛=1

√
𝑥

3𝑛𝑥 + 2
.

3.
∞∑︁
𝑛=1

𝑛+ 1

𝑥𝑛𝑥
. 4.

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛

2𝑛− 1

(︂
1− 𝑥

1 + 𝑥

)︂𝑛

.

5.
∞∑︁
𝑛=1

1 + 𝑥𝑛

1− 𝑥𝑛
. 6.

∞∑︁
𝑛=1

1

𝑛+ 3

(︂
1 + 𝑥

1− 𝑥

)︂𝑛

.

7.
∞∑︁
𝑛=1

𝑥𝑛

1 + 𝑥2𝑛
. 8.

∞∑︁
𝑛=1

𝑛5

𝑥𝑛
.

9.
∞∑︁
𝑛=1

(𝑛− 2)3 (𝑥+ 3)2𝑛

2𝑛+ 3
. 10.

∞∑︁
𝑛=1

(−1)𝑛 (𝑥− 3)𝑛

(𝑛+ 1) 5𝑛
.

11.
∞∑︁
𝑛=1

2𝑛+ 3

(𝑛+ 1)5 𝑥2𝑛
. 12.

∞∑︁
𝑛=1

2𝑛+ 3

(𝑛+ 1)5 𝑥2𝑛
.

Розкласти в ряд Маклорена:

13.
9

20− 𝑥− 𝑥2
. 14. 𝑥𝑒𝑥

2
.

15.
𝑥2√
4− 5𝑥

. 16. cos2 𝑥.

17. ln
(︀
1− 𝑥− 6𝑥2

)︀
. 18. (𝑥2 + 1)𝑒2𝑥.

19.
𝑥

3
√
27− 2𝑥

. 20. (𝑥− 1) sin 5𝑥.

21.
𝑥

3
√
27− 2𝑥

. 22.
ch3𝑥− 1

𝑥2
.

23. 𝑥2
√
4− 3𝑥. 24. (2− 𝑒𝑥)2.

Обчислити iнтеграл з точнiстю до 𝜀 = 0, 001:
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25.

0,1∫︁
0

𝑒−6𝑥2
𝑑𝑥. 26.

1∫︁
0

cos𝑥2𝑑𝑥.

27.

0,5∫︁
0

𝑑𝑥
4
√
1 + 𝑥4

. 28.

0,1∫︁
0

1− 𝑒−2𝑥

𝑥
𝑑𝑥.

29.

1,5∫︁
0

𝑑𝑥
3
√
27 + 𝑥3

. 30.

0,5∫︁
0

ln(1 + 𝑥2) 𝑑𝑥.

31.

1∫︁
0

ln (1 + 𝑥/5)

𝑥
𝑑𝑥. 32.

0,2∫︁
0

1− 𝑒−𝑥2

𝑥2
𝑑𝑥.

33.

0,1∫︁
0

ln (1 + 2𝑥)

𝑥
𝑑𝑥. 34.

1∫︁
0

sin𝑥2𝑑𝑥.
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Тема 3

Ряди Фур’є

3.1. Поняття ряду Фур’є

Означення 14. Ряд виду

𝑎0
2

+
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥 + 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥 (3.1.1)

називають т р и г о н о м е т р и ч н и м рядом.
Систему функцiй

1, cos𝑥, sin𝑥, cos 2𝑥, sin 2𝑥, . . . , cos𝑛𝑥, sin𝑛𝑥, . . . (3.1.2)

називають т р и г о н о м е т р и ч н о ю системою.

Безпосереднiм обчисленням вiдповiдних iнтегралiв доводиться твердження:
Твердження 3.1. 1. Iнтеграл по промiжку [−𝜋, 𝜋] вiд добутку двох рiзних фун-

кцiй системи (3.1.2) дорiвнює нулю.

Якщо iнтеграл по деякому промiжку вiд добутку двох функцiй дорiвнює нулю, то
кажуть, що цi двi функцiї о р т о г о н а л ь н i на вказаному промiжку.

Твердження 3.1.1 можна перефразувати так:

Функцiї (3.1.2) ортогональнi на промiжку [−𝜋, 𝜋].

Припустимо, що ряд (3.1.1) рiвномiрно збiгається i має суму 𝑓(𝑥):

𝑓(𝑥) =
𝑎0
2

+
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥 + 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥. (3.1.3)

Помножимо рiвнiсть (3.1.3) почергово на кожну з функцiй (3.1.2) i проiнтегруємо її в
межах вiд −𝜋 до 𝜋. Враховуючи, що рiвномiрно збiжний ряд можна почленно iнтегру-
вати i що функцiї (3.1.2) ортогональнi на промiжку [−𝜋, 𝜋], отримаємо рiвностi:

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝑎0
2

𝜋∫︁
−𝜋

𝑑𝑥 = 𝑎0 · 𝜋,

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥) cos 𝑘𝑥𝑑𝑥 = 𝑎𝑘

𝜋∫︁
−𝜋

cos2 𝑘𝑥𝑑𝑥 = 𝑎𝑘 · 𝜋, 𝑘 = 1, 2, . . . ,
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𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥) sin 𝑘𝑥𝑑𝑥 = 𝑏𝑘

𝜋∫︁
−𝜋

sin2 𝑘𝑥𝑑𝑥 = 𝑏𝑘 · 𝜋, 𝑘 = 1, 2, . . .

Отже, якщо ряд (3.1.1) рiвномiрно збiгається до функцiї 𝑓(𝑥), то його коефiцiєнти
обчислюються за формулами:

𝑎𝑘 =
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥) cos 𝑘𝑥𝑑𝑥, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

𝑏𝑘 =
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥) sin 𝑘𝑥𝑑𝑥, 𝑘 = 1, 2, . . . .

(3.1.4)

Нехай тепер функцiя 𝑓(𝑥), визначена на промiжку [−𝜋, 𝜋], є кусково-неперервною1.
Тодi iнтеграли в (3.1.4) iснують.

Означення 15. Числа 𝑎𝑘 i 𝑏𝑘 (3.1.4) називають коефiцiєнтами Фур’є функцiї 𝑓(𝑥).

Означення 16. Ряд (3.1.1), коефiцiєнти якого є коефiцiєнтами Фур’є функцiї
𝑓(𝑥), називають тригонометричним рядом (або просто рядом) Фур’є функцiї 𝑓(𝑥).
При цьому записують

𝑓(𝑥) ∼
𝑎0
2

+
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥 + 𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥.

3.2. Подання функцiї рядом Фур’є
Висунемо до функцiї 𝑓(𝑥) бiльш жорсткi умови, а саме — припустимо, що функцiя

є кусково-диференцiйовною на промiжку [−𝜋, 𝜋].

Означення 17. Функцiю 𝑓(𝑥) називають кусково-диференцiйовною на промiж-
ку [𝑎, 𝑏], якщо промiжок [𝑎, 𝑏] можна розбити на скiнченну кiлькiсть пiдпромiжкiв,
всерединi кожного з яких функцiя 𝑓(𝑥) має неперервну похiдну, а на кiнцях має не
тiльки граничнi значення, а й одностороннi похiднi, за умови замiни на цих кiнцях
значень функцiї її граничними значеннями.

Приклад кусково-диференцiйовної функцiї наведено ни рис. 5. Функцiя не має по-
хiдної в точках 𝑥1 i 𝑥2. В точцi 𝑥1 функцiя неперервна i має в цiй точцi одностороннi
похiднi. В точцi 𝑥2 функцiя має розрив першого роду, але якщо замiнити значення 𝑓(𝑥2)
значенням 𝑓(𝑥2 − 0), то на промiжку [𝑥1, 𝑥2] функцiя матиме неперервну похiдну. Фун-
кцiя матиме неперервну похiдну на промiжку [𝑥2, 𝑏] за умови замiни її значення 𝑓(𝑥2)
значенням 𝑓(𝑥2 + 0).

1Функцiя 𝑓(𝑥) називається кусково-неперервною на промiжку [𝑎, 𝑏], якщо вона має на цьому про-
мiжку скiнченну кiлькiсть точок розриву першого роду.
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Рис. 5

Прикладом кусково-диференцiйовної функцiї є функцiя 𝑦 = |𝑥|. Неперервна функцiя
𝑦 =

3
√
𝑥2 на промiжку, що мiстить точку 𝑥 = 0, не є кусково-диференцiйовною: функцiя

не має похiдної в точцi 𝑥 = 0, а її одностороннi похiднi в цiй точцi нескiнченнi.
Для кусково-диференцiйовних перiодичних функцiй справджується теорема:

Теорема 22 (теорема розкладання). Якщо функцiя 𝑓(𝑥) з перiодом 2𝜋 кусково-
диференцiйовна на промiжку [−𝜋, 𝜋], то її ряд Фур’є в кожнiй точцi 𝑥 = 𝑥0 збiга-
ється i має суму

𝑆0 =
𝑓(𝑥0 − 0) + 𝑓(𝑥0 + 0)

2
. (3.2.5)

Ця сума, очевидно, дорiвнює 𝑓(𝑥0), якщо в точцi 𝑥 = 𝑥0 функцiя неперервна.

Треба мати на увазi, що теорема розкладання дає д о с т а т н i умови збiжностi
ряду Фур’є. Якщо не всi з них виконуються, то це ще не означає, що ряд Фур’є не
збiгається (у певному розумiннi) до функцiї 𝑓(𝑥).

Якщо кусково-неперервна функцiя не є кусково-диференцiйовною, то можна скори-
статися такими умовами.

Означення 18. Кажуть, що функцiя 𝑓(𝑥) задовольняє у м о в и Д i р i х л е на
промiжку [−𝜋, 𝜋], якщо вона або неперервна на цьому промiжку, або має скiнченне чи-
сло точок розриву першого роду, i якщо, окрiм того, промiжок [−𝜋, 𝜋] можна розбити
на скiнченне число промiжкiв, на кожному з яких 𝑓(𝑥) змiнюється м о н о т о н н о.

Теорема 23 (теорема Дiрiхле). Якщо функцiя 𝑓(𝑥) з перiодом 2𝜋 на промiжку [−𝜋, 𝜋]
задовольняє умови Дiрiхле, то її ряд Фур’є збiгається до 𝑓(𝑥) в кожнiй точцi непе-
рервностi i до

𝑓(𝑥 + 0) + 𝑓(𝑥− 0)

2

в кожнiй точцi розриву.

Звертаємо увагу, що умови, висунутi в теоремах 22 i 23 не перекриваються.
Якщо функцiя 𝑓(𝑥) не є перiодичною i на промiжку [−𝜋, 𝜋] є кусково-неперервною

i має кусково-неперервну похiдну (чи задовольняє умови Дiрiхле), то будують допомi-
жну функцiю 𝑓 *(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ (−𝜋, 𝜋], покладають 𝑓 *(−𝜋) = 𝑓 *(𝜋) = 𝑓(𝜋) i продов-
жують функцiю 𝑓 *(𝑥) на всю дiйсну вiсь за законом перiодичностi з перiодом 2𝜋. До
2𝜋-перiодичного продовження функцiї 𝑓 *(𝑥) можна застосувати теорему розкладання
(чи теорему Дiрiхле). Функцiї 𝑓 *(𝑥) i 𝑓(𝑥) мають однаковi коефiцiєнти Фур’є: функцiї
𝑓 *(𝑥) i 𝑓(𝑥) на промiжку [−𝜋, 𝜋] вiдрiзняються, можливо, тiльки в точцi 𝑥 = −𝜋, що
не впливає на значення коефiцiєнтiв Фур’є. На цiй пiдставi робимо висновок, що ряд
Фур’є кусково-неперервної функцiї, що має кусково-неперервну похiдну (чи задоволь-
няє умови Дiрiхле) на промiжку [−𝜋, 𝜋], збiгається всюди.

Всерединi промiжку [−𝜋, 𝜋] значення суми ряду Фур’є визначається формулою (3.2.5).
При 𝑥 = ±𝜋 сума ряду дорiвнює

𝑓(−𝜋) + 𝑓(𝜋)

2
.

Поза промiжком [−𝜋, 𝜋] значення суми ряду Фур’є визначаються за законами перiо-
дичностi i нiякого вiдношення до значень неперiодичної функцiї 𝑓(𝑥), яких вона набуває
поза промiжком [−𝜋, 𝜋] (якщо, безумовно, вона там визначена), не мають.
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3.3. Розклад в ряд Фур’є парних i непарних функцiй
1∘. Якщо функцiя 𝑓(𝑥) п а р н а, то з (3.1.4) маємо:

𝑎𝑘 =
2

𝜋

𝜋∫︁
0

𝑓(𝑥) cos 𝑘𝑥 𝑑𝑥, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

𝑏𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . ,

𝑓(𝑥) ∼
𝑎0
2

+
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 cos 𝑘𝑥.

2∘. Для н е п а р н о ї функцiї 𝑓(𝑥) маємо:

𝑎𝑘 = 0, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . ,

𝑏𝑘 =
2

𝜋

𝜋∫︁
0

𝑓(𝑥) sin 𝑘𝑥 𝑑𝑥, 𝑘 = 1, 2, . . . ,

𝑓(𝑥) ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘 sin 𝑘𝑥.

3∘. Якщо функцiя 𝑓(𝑥) визначена лише на промiжку [0, 𝜋], то її можна продовжити
на промiжок [−𝜋, 0) д о в i л ь н о iз збереженням кускової диференцiйовностi i обчи-
слити її коефiцiєнти Фур’є за формулами (3.1.4).

Якщо для 𝑥 ∈ [−𝜋, 0) покласти 𝑓(𝑥) = 𝑓(−𝑥), то отримаємо розклад 1∘ за косинуса-
ми.

Якщо для 𝑥 ∈ [−𝜋, 0) покласти 𝑓(𝑥) = −𝑓(−𝑥), то отримаємо розклад 2∘ за синуса-
ми.

3.4. Випадок довiльного промiжку
Якщо функцiя задана на промiжку [−𝑙, 𝑙], то її ряд Фур’є має вигляд

𝑓(𝑥) ∼
𝑎0
2

+
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 cos
𝑘𝜋𝑥

𝑙
+ 𝑏𝑘 sin

𝑘𝜋𝑥

𝑙
, (3.4.6)

де

𝑎0 =
1

𝑙

𝑙∫︁
−𝑙

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥,

𝑎𝑘 =
1

𝑙

𝑙∫︁
−𝑙

𝑓(𝑥) cos
𝑘𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥, 𝑘 = 1, 2, . . . ,

𝑏𝑘 =
1

𝑙

𝑙∫︁
−𝑙

𝑓(𝑥) sin
𝑘𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥, 𝑘 = 1, 2, . . .

(3.4.7)

Зокрема, якщо функцiя 𝑓(𝑥) парна, то

𝑓(𝑥) ∼
𝑎0
2

+
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 cos
𝑘𝜋𝑥

𝑙
, (3.4.8)
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де

𝑎𝑘 =
2

𝑙

𝑙∫︁
0

𝑓(𝑥) cos
𝑘𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥, 𝑘 = 0, 1, 2, . . . , (3.4.9)

а якщо 𝑓(𝑥) непарна, то

𝑓(𝑥) ∼
∞∑︁
𝑘=1

𝑏𝑘 sin
𝑘𝜋𝑥

𝑙
, (3.4.10)

де

𝑏𝑘 =
2

𝑙

𝑙∫︁
0

𝑓(𝑥) sin
𝑘𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥, 𝑘 = 1, 2, . . . (3.4.11)

Якщо функцiя задана на довiльному промiжку [𝑎, 𝑏], то її ряд Фур’є має вигляд

(3.4.6), де 𝑙 =
𝑏− 𝑎

2
. Коефiцiєнти Фур’є обчислюють за формулами:

𝑎0 =
1

𝑙

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥, 𝑎𝑘 =
1

𝑙

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥) cos
𝑘𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥,

𝑏𝑘 =
1

𝑙

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥) sin
𝑘𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥, 𝑘 = 1, 2, . . .

3.5. Поведiнка коефiцiєнтiв Фур’є
Твердження 3.5. 1. Коефiцiєнти Фур’є 𝑎𝑚, 𝑏𝑚 кусково-неперервної функцiї при

𝑚 → ∞ прямують до нуля.

Вiдповiдь на питання щодо швидкостi спадання коефiцiєнтiв Фур’є дає така теорема
([?], с. 494):

Теорема 24. Якщо перiодична неперервна функцiя 𝑓(𝑥) має неперервнi похiднi до
(𝑘 − 1)-го порядку включно, а похiдна 𝑘-го порядку задовольняє умови Дiрiхле, то

коефiцiєнти 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 функцiї 𝑓(𝑥) будуть порядку не нижче
1

𝑛𝑘+1
, тобто матимуть

оцiнку

| 𝑎𝑛| 6
𝑀

𝑛𝑘+1
, | 𝑏𝑛| 6

𝑀

𝑛𝑘+1
, (3.5.12)

де 𝑀 — деяке додатне число.

За у в аженн я 1. Якщо похiдна 𝑘-го порядку функцiї 𝑓(𝑥) є к у с к о в о - н е п е -
р е р в н о ю функцiєю i задовольняє умови Дiрiхле, то для членiв однiєї з послiдовно-
стей {𝑎𝑛} i {𝑏𝑛} (або й для обох послiдовностей) у (3.5.12) виконується рiвнiсть, тобто

у цьому випадку 𝑎𝑛 або 𝑏𝑛 (або й обидва) при 𝑛 → ∞ прямують до нуля як
1

𝑛𝑘+1
.

З а у в аженн я 2. Якщо функцiя є кусково-неперервною i задовольняє умови Дiрi-
хле, то

| 𝑎𝑛| 6
𝑀

𝑛
, | 𝑏𝑛| 6

𝑀

𝑛
,

i принаймнi одна з послiдовностей її коефiцiєнтiв Фур’є 𝑎𝑛, 𝑏𝑛 при 𝑛 → ∞ є величиною

порядку
1

𝑛
.
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3.6. Приклади розкладу функцiй в ряд Фур’є
П р и к л а д 1. Розкласти в ряд Фур’є функцiю

𝑓(𝑥) =

{︂
−2𝑥, якщо − 𝜋 < 𝑥 6 0;

𝑥, якщо 0 < 𝑥 6 𝜋

на промiжку [−𝜋, 𝜋].

Р о з в ’ я з а н н я. Функцiя є кусково-неперервною i має кусково-неперервну похiдну. Вона
розкладається в ряд Фур’є. Графiк 2𝜋-перiодичного продовження функцiї 𝑓(𝑥) зображено на
рис. 6.

Рис. 6

Знаходимо коефiцiєнти Фур’є заданої функцiї. За формулами (3.1.4) маємо:

𝑎0 =
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝜋

⎡⎣ 0∫︁
−𝜋

(−2𝑥)𝑑𝑥+

𝜋∫︁
0

𝑥𝑑𝑥

⎤⎦ =
1

𝜋

[︂
−𝑥2

⃒⃒⃒0
−𝜋

+
𝑥2

2

⃒⃒⃒𝜋
0

]︂
=

3𝜋

2
;

𝑎𝑘 =
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥) cos 𝑘𝑥𝑑𝑥 =
1

𝜋

⎡⎣ 0∫︁
−𝜋

(−2𝑥) cos 𝑘𝑥𝑑𝑥+

𝜋∫︁
0

𝑥 cos 𝑘𝑥𝑑𝑥

⎤⎦ =

=
1

𝜋

⎡⎣−2𝑥
sin 𝑘𝑥

𝑘

⃒⃒⃒0
−𝜋

+ 2

0∫︁
−𝜋

sin 𝑘𝑥

𝑘
𝑑𝑥+ 𝑥

sin 𝑘𝑥

𝑘

⃒⃒⃒𝜋
0
−

𝜋∫︁
0

sin 𝑘𝑥

𝑘
𝑑𝑥

⎤⎦ =

=
1

𝜋

[︂
0− 2

cos 𝑘𝑥

𝑘2

⃒⃒⃒0
−𝜋

+ 0 +
cos 𝑘𝑥

𝑘2

⃒⃒⃒𝜋
0

]︂
=

=
1

𝜋

[︂
−2

1− (−1)𝑘

𝑘2
+

(−1)𝑘 − 1

𝑘2

]︂
=

3((−1)𝑘 − 1)

𝑘2𝜋
;

𝑏𝑘 =
1

𝜋

𝜋∫︁
−𝜋

𝑓(𝑥) sin 𝑘𝑥𝑑𝑥 =
1

𝜋

⎡⎣ 0∫︁
−𝜋

(−2𝑥) sin 𝑘𝑥𝑑𝑥+

𝜋∫︁
0

𝑥 sin 𝑘𝑥𝑑𝑥

⎤⎦ =

=
1

𝜋

⎡⎣2𝑥cos 𝑘𝑥
𝑘

⃒⃒⃒0
−𝜋

− 2

0∫︁
−𝜋

cos 𝑘𝑥

𝑘
𝑑𝑥− 𝑥

cos 𝑘𝑥

𝑘

⃒⃒⃒𝜋
0
+

𝜋∫︁
0

cos 𝑘𝑥

𝑘
𝑑𝑥

⎤⎦ =

=
1

𝜋

[︂
2(−1)𝑘𝜋

𝑘
− (−1)𝑘𝜋

𝑘

]︂
=

(−1)𝑘

𝑘
.

Ряд Фур’є функцiї 𝑓(𝑥) має вигляд

𝑓(𝑥) ∼
3𝜋

4
+

∞∑︁
𝑘=1

3((−1)𝑘 − 1)

𝑘2𝜋
cos 𝑘𝑥+

(−1)𝑘

𝑘
sin 𝑘𝑥.

Графiк двадцятої частинної суми ряду зображено на рис. 7.
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Рис. 7

В точках 𝑥 = (2𝑛 − 1)𝜋 сума ряду Фур’є набуває значення
𝑓(−𝜋) + 𝑓(𝜋)

2
=

3𝜋

2
. У всiх iнших

точках сума ряду є неперервною функцiєю, її графiк збiгається з графiком 2𝜋-перiодичного
продовження функцiї 𝑓(𝑥).

Iз ряду Фур’є функцiї 𝑓(𝑥) отримуємо результат, який привертає до себе увагу, а саме:
оскiльки в точцi 𝑥 = 0 сума ряду Фур’є неперервна, то

𝑓(0) = 0 =
3𝜋

4
+

∞∑︁
𝑘=1

3((−1)𝑘 − 1)

𝑘2𝜋
=

3𝜋

4
+

−6

𝜋

∞∑︁
𝑘=1

1

(2𝑘 − 1)2
,

звiдки знаходимо суму числового ряду

∞∑︁
𝑘=1

1

(2𝑘 − 1)2
=

𝜋2

8
.

П р и к л а д 2. Розкласти в ряд Фур’є функцiю 𝑓(𝑥) = | sin𝑥|.

Р о з в ’ я з а н н я. Функцiя є неперервною, має кусково-неперервну похiдну, перiодична з
основним перiодом 2𝑙 = 𝜋.

Рис. 8

Знаходимо, що 𝑙 =
𝜋

2
, розклад здiйснюється за системою функцiй:

1, cos
𝑘𝜋𝑥

𝑙
= cos 2𝑘𝑥, sin

𝑘𝜋𝑥

𝑙
= sin 2𝑘𝑥, 𝑘 = 1, 2, . . . .

Оскiльки 𝑓(−𝑥) = 𝑓(𝑥), то
𝑏𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 2, . . . ,

𝑎0 =
2

𝑙

𝑙∫︁
0

𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
4

𝜋

𝜋
2∫︁

0

sin𝑥 𝑑𝑥 =
4

𝜋
,

𝑎𝑘 =
4

𝜋

𝜋
2∫︁

0

sin𝑥 cos 2𝑘𝑥 𝑑𝑥 =
2

𝜋

𝜋
2∫︁

0

(sin(1 + 2𝑘)𝑥+ sin(1− 2𝑘)𝑥) 𝑑𝑥 = − 4

𝜋
· 1

4𝑘2 − 1
.

Ряд Фур’є збiгається до функцiї 𝑓(𝑥) рiвномiрно i має вигляд

𝑓(𝑥) =
2

𝜋
− 4

𝜋

∞∑︁
𝑘=1

cos 2𝑘𝑥

4𝑘2 − 1
.
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П р и к л а д 3. Функцiю 𝑓(𝑥) = 𝑥(2 − 𝑥), 0 6 𝑥 6 2 розкласти в ряд Фур’є за синусами.
Побудувати графiк суми ряду Фур’є.

Р о з в ’ я з а н н я. Оскiльки розклад здiйснюється за синусами, то продовжимо функцiю на
промiжок (−2; 0) як функцiю непарну, тобто побудуємо функцiю 𝑓*(𝑥) за правилом: 𝑓*(𝑥) =
𝑓(𝑥) при 𝑥 ∈ [0, 2], для 𝑥 ∈ (−2, 0) покладемо 𝑓*(𝑥) = −𝑓(−𝑥) = −(−𝑥(2 − (−𝑥)) = 𝑥(2 + 𝑥).
Тепер маємо непарну функцiю 𝑓*(𝑥), визначену на промiжку (−𝑙, 𝑙], 𝑙 = 2. Продовжимо її на
всю вiсь з перiодом 2𝑙 = 4. Графiк продовження заданої функцiї зображено на рис. 9.

Рис. 9

Оскiльки продовжена функцiя є неперервною, то її графiк i графiк суми її ряду Фур’є не
вiдрiзняються.

Перш, нiж приступити до обчислення коефiцiєнтiв Фур’є, дослiдимо функцiю 𝑓*(𝑥). Не-
важко бачити, що вона має неперервну похiдну

𝑓*′(𝑥) =

{︂
2𝑥, −2 6 𝑥 < 0;

−2𝑥, 0 6 𝑥 6 2

i 𝑓*′(−2) = 𝑓*′(2). Її друга похiдна є кусково-неперервною:

𝑓*′′(𝑥) =

{︂
2, −2 < 𝑥 < 0;

−2, 0 < 𝑥 < 2

i, очевидно, задовольняє умови Дiрiхле. Отже, за теоремою 24 коефiцiєнти Фур’є 𝑏𝑛 функцiї

𝑓(𝑥) при розкладi її в ряд Фур’є за синусами кратних дуг спадають як
1

𝑛3
, коли 𝑛 → ∞.

Переконуємося, що так воно i є:

𝑏𝑛 =
2

𝑙

𝑙∫︁
0

𝑓(𝑥) sin
𝑛𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥 =

2∫︁
0

𝑥(2− 𝑥) sin
𝑛𝜋𝑥

2
𝑑𝑥 =

= −𝑥(2− 𝑥)
2

𝑛𝜋
cos

𝑛𝜋𝑥

2

⃒⃒⃒2
0
+

2

𝑛𝜋

2∫︁
0

(2− 2𝑥) cos
𝑛𝜋𝑥

2
𝑑𝑥 =

=
2

𝑛𝜋

⎡⎣(2− 2𝑥)
2

𝑛𝜋
sin

𝑛𝜋𝑥

2

⃒⃒⃒2
0
−

2∫︁
0

2

𝑛𝜋
sin

𝑛𝜋𝑥

2
(−2)𝑑𝑥

⎤⎦ =

=
16

𝑛3𝜋3

[︂
− cos

𝑛𝜋𝑥

2

⃒⃒⃒2
0

]︂
=

16

𝑛3𝜋3
(1− (−1)𝑛) .

Запишемо ряд Фур’є заданої функцiї:

𝑓(𝑥) ∼
32

𝜋3

∞∑︁
𝑘=1

1

(2𝑘 − 1)3
sin

(2𝑘 − 1)𝜋𝑥

2
.

3.7. Розв’язання задач засобами Maple
Процедура розкладу функцiї в ряд Фур’є в Maple вiдсутня. Таку процедуру та її застосу-

вання можна знайти, наприклад, в [?], с. 153-155.
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Наведемо приклад процедури, яка для заданого виразу будує вiдрiзок ряду Фур’є. Вхi-
дними параметрами процедури будуть: 𝑓 — вираз, для якого треба виписати ряд Фур’є, 𝑥 —
змiнна, 𝑥1, 𝑥2 — промiжок змiни 𝑥, 𝑛 — кiлькiсть членiв ряду.

Нехай функцiя 𝑓(𝑥) визначена на промiжку 𝑥1 6 𝑥 6 𝑥2 i задовольняє умови Дiрiхле на
цьому промiжку. Тодi її можна розкласти в ряд Фур’є

𝑓(𝑥) ∼
𝑎0
2

+
∞∑︁
𝑘=1

𝑎𝑘 cos
𝑘𝜋𝑥

𝑙
+ 𝑏𝑘 sin

𝑘𝜋𝑥

𝑙
,

де 𝑙 =
𝑥2 − 𝑥1

2
, а коефiцiєнти Фур’є обчислюють за формулами:

𝑎0 =
1

𝑙

𝑥2∫︁
𝑥1

𝑓(𝑥) 𝑑𝑥, 𝑎𝑘 =
1

𝑙

𝑥2∫︁
𝑥1

𝑓(𝑥) cos
𝑘𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥,

𝑏𝑘 =
1

𝑙

𝑥2∫︁
𝑥1

𝑓(𝑥) sin
𝑘𝜋𝑥

𝑙
𝑑𝑥, 𝑘 = 1, 2, . . .

Текст процедури:
> restart: with(plots):
> fourierseries:=proc(f,x,x1,x2,n) local k, l,a,b,s;
> l:=(x2-x1)/2;
> a[0]:=int(f,x=x1..x2)/l;
> s:=a[0]/2;
> for k from 1 to n do
> a[k]:=int(f*cos(k*Pi*x/l),x=x1..x2)/l;
> b[k]:=int(f*sin(k*Pi*x/l),x=x1..x2)/l;
> s:=s+a[k]*cos(k*Pi/l*x)+b[k]*sin(k*Pi/l*x): end do:
> s;
> end;
fourierseries := proc(f, x, x1, x2, n)

local k, l, a, b, s;
𝑙 := 1/2 * 𝑥2− 1/2 * 𝑥1;
𝑎[0] := 𝑖𝑛𝑡(𝑓, 𝑥 = 𝑥1..𝑥2)/𝑙;
𝑠 := 1/2 * 𝑎[0];
for k to n do

𝑎[𝑘] := 𝑖𝑛𝑡(𝑓 * cos(𝑘 * Pi * 𝑥/𝑙), 𝑥 = 𝑥1..𝑥2)/𝑙;
𝑏[𝑘] := 𝑖𝑛𝑡(𝑓 * sin(𝑘 * Pi * 𝑥/𝑙), 𝑥 = 𝑥1..𝑥2)/𝑙;
𝑠 := 𝑠+ 𝑎[𝑘] * cos(𝑘 * Pi * 𝑥/𝑙) + 𝑏[𝑘] * sin(𝑘 * Pi * 𝑥/𝑙);

end do;
s;

end proc
Розглянемо приклад: для функцiї 𝑓 =

𝑥

2
на промiжку (0, 2𝜋) побудуємо вiдрiзок ряду Фур’є

при 𝑛 = 6:
> f:=x/2: x1:=0: x2:=2*Pi: n:=6
> fr:=fourierseries(f,x,x1,x2,n);

𝑓𝑟 :=
𝜋

2
− sin(𝑥)− sin(2𝑥)

2
− sin(3𝑥)

3
− sin(4𝑥)

4
− sin(5𝑥)

5
− sin(6𝑥)

6

Побудуємо графiки заданої функцiї 𝑓 та отриманого вiдрiзка ряду Фур’є:
> p1:=plot(f, x=0..2*Pi, color=red,thickness=2, linestyle=3,scaling=constrained):
> p2:=plot(fr,x=-2*Pi..4*Pi,color=black,thickness=2, linestyle=1,scaling=constrained):
> display(p1,p2);
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Рис. 10

Наведемо графiки при 𝑛 = 100:

Рис. 11

Як бачимо, на кiнцях промiжку ряд Фур’є збiгається дуже погано.
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Завдання до роздiлу
Розкласти в ряд Фур’є функцiї, заданi графiками:

1 2

3 4

5 6

7 8

9 10
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11 12

13 14

15 16

17 18

19 20

21 22
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Частина II

Диференцiальне та iнтегральне
числення функцiї кiлькох змiнних
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Тема 4

Функцiї кiлькох змiнних.

4.1. Основнi поняття
Нехай 𝐷 — пiдмножина простору R2. Елементами простору R2 є упорядкованi пари (𝑥, 𝑦)

дiйсних чисел.

Означення 19. Якщо задане правило, за яким кожнiй упорядкованiй парi дiйсних чисел
(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 ставиться у вiдповiднiсть дiйсне число 𝑧, то кажуть, що задана функцiя 𝑧 д в о х
змiнних 𝑥 i 𝑦. При цьому записують 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦).

Множину 𝐷 називають о б л а с т ю в и з н а ч е н н я функцiї 𝑓 i позначають символами
𝐷(𝑓) або 𝐷𝑓 . О б л а с т ю з н а ч е н ь функцiї 𝑓 називають усi тi значення, яких набуває
змiнна 𝑧, коли 𝑥 та 𝑦 перебiгають область визначення 𝐷𝑓 . Позначають область значень
символами 𝑅(𝑓) або 𝑅𝑓 .

Оскiльки у деякiй фiксованiй прямокутнiй системi координат мiж точками 𝑀 площини та
упорядкованими парами чисел (𝑥, 𝑦) iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть, то функцiю двох
змiнних 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) можна розглядати як функцiю точки 𝑀 i записувати 𝑧 = 𝑓(𝑀). Далi ми
користуватимемось обома цими позначеннями.

Неважко узагальнити поняття функцiї для бiльшого числа змiнних. Нехай 𝐷𝑓 ⊂ R𝑛, 𝑅𝑓 ⊂
R. Вiдображення 𝑓 : 𝐷𝑓 → 𝑅𝑓 називають функцiєю 𝑛 змiнних. Оскiльки елементи простору
R𝑛 — упорядкованi набори з 𝑛 дiйсних чисел (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), то записують 𝑦 = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
або 𝑦 = 𝑓(𝑀).

Надалi ми обмежимось, в основному, розглядом функцiй двох змiнних.
Способи задання функцiї двох змiнних такi, як i для функцiї однiєї змiнної — це аналiти-

чний, табличний та описовий способи.
При аналiтичному способi правило вiдповiдностi 𝑓 : (𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑧 задають аналiтичним ви-

разом (формулою). Наприклад, 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2, 𝑧 =
√︀

1− 𝑥2 − 𝑦2, тощо. При цьому пiд областю
визначення функцiї розумiють її природну область iснування, тобто усi тi значення змiнних
𝑥 та 𝑦, при яких заданий аналiтичний вираз має сенс. Так, у першому з наведених прикладiв
функцiя визначена для будь-яких дiйсних значень 𝑥 та 𝑦 — 𝐷𝑓 = R2, у другому прикладi
заданий вираз має сенс за умови 1 − 𝑥2 − 𝑦2 > 0, тобто областю визначення функцiї є круг
радiуса 1 з центром на початку координат.

Якщо залежнiсть функцiї 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) вiд аргументiв отримана у результатi спостережень
або вимiрювань, то її подають у виглядi таблицi

𝑦1 𝑦2 · · · 𝑦𝑚

𝑥1 𝑧1 1 𝑧1 2 . . . 𝑧1𝑚
𝑥2 𝑧2 1 𝑧2 2 . . . 𝑧2𝑚
...

...
...

. . .
...

𝑥𝑛 𝑧𝑛 1 𝑧𝑛 2 . . . 𝑧𝑛𝑚

Такий спосiб задання функцiї називають табличним.
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Геометричний змiст функцiї 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) з областю визначення 𝐷𝑓 — це поверхня у просторi
змiнних 𝑥, 𝑦, 𝑧, розташована над областю 𝐷𝑓 координатної площини 𝑥𝑂𝑦 (рис. 12).

Рис. 12

Рис. 13

Лiнiї
{︂

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦),
𝑧 = 𝑐

— це точки поверхнi 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), розташованi на одному рiвнi (рiвнi

𝑐) вiдносно площини 𝑥𝑂𝑦 (рис. 12). Проекцiї цих лiнiй на площину 𝑥𝑂𝑦 називають лiнiями
рiвня функцiї 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦). Вони утворюють однопараметричне сiмейство кривих 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑐 (𝑐
— параметр). Лiнiї рiвня (вид зверху) функцiї, зображеної на рис. 12, подано на рис. 13.

4.1. Границя функцiї в точцi

Означення 20. 𝜀-околом точки 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) називають множину точок 𝑀(𝑥, 𝑦) таких,
що

𝑑(𝑀0,𝑀) =
√︀

(𝑥− 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2 < 𝜀,

тобто 𝜀-окiл точки 𝑀0 — це внутрiшнi точки круга радiуса 𝜀 з центром в точцi 𝑀0. Позначимо

𝜀-окiл точки 𝑀0 символом 𝑆𝜀(𝑀0).

Означення 21. Кажуть, що послiдовнiсть точок 𝑀𝑛(𝑥𝑛, 𝑦𝑛) збiгається до точки
𝑀0(𝑥0, 𝑦0), якщо для будь-якого 𝜀 > 0 iснує такий номер 𝑁 , що для всiх 𝑛 > 𝑁 виконує-
ться нерiвнiсть

𝑑(𝑀0,𝑀𝑛) < 𝜀,

тобто починаючи з деякого номера 𝑁 , члени послiдовностi {𝑀𝑛} потрапляють у 𝜀-окiл точки

𝑀0 i бiльше з нього не виходять: 𝑀𝑛 ∈ 𝑆𝜀(𝑀0), 𝑛 > 𝑁 .

Означення 22. Число 𝐴 називають границею функцiї 𝑧 = 𝑓(𝑀) в точцi 𝑀0, якщо якою
б не була послiдовнiсть {𝑀𝑛}, що збiгається до 𝑀0 i 𝑀𝑛 ̸= 𝑀0, 𝑛 = 1, 2, . . ., вiдповiдна їй
числова послiдовнiсть 𝑓(𝑀𝑛) збiгається до 𝐴, при цьому записують

lim
𝑀→𝑀0

𝑓(𝑀) = 𝐴.

Границю функцiї двох змiнних 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) в точцi 𝑀0(𝑥0, 𝑦0) позначають також символом

lim
𝑥 → 𝑥0

𝑦 → 𝑦0

𝑓(𝑥, 𝑦), (4.1.1)
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при цьому вважається, що 𝑥 i 𝑦 прямують до своїх границь незалежно одне вiд одного. Границю
(4.1.1) називають подвiйною границею.
Для обчислення подвiйної границi (4.1.1) роз-
глядають усiлякi лiнiї, що проходять через то-
чку 𝑀0(𝑥0, 𝑦0), i спрямовують точку 𝑀(𝑥, 𝑦)
до точки 𝑀0 вздовж цих лiнiй. Окремими ви-
падками лiнiй, що проходять через точку 𝑀0,
є ламанi з ланками, паралельними осям ко-
ординат (рис. 3). Ламаним 𝑀𝐴𝑀0 та 𝑀𝐵𝑀0

вiдповiдають границi

lim
𝑥→𝑥0

lim
𝑦→𝑦0

𝑓(𝑥, 𝑦) та lim
𝑦→𝑦0

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥, 𝑦).
Рис. 14

Цi границi називають повторними. Якщо повторнi границi не iснують або є рiзними, то
подвiйна границя не iснує. Якщо повторнi границi скiнченнi i рiвнi, то проводять додаткове
дослiдження, оскiльки, як показують наведенi нижче приклади, iз рiвностi повторних границь
ще не випливає iснування подвiйної границi.

Для подальшого дослiдження iснування подвiйної границi покладемо 𝑦 = 𝜙(𝑥), де функцiя
𝜙(𝑥) така, що lim

𝑥→𝑥0

𝜙(𝑥) = 𝑦0, i розглянемо границю

lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥, 𝜙(𝑥)). (4.1.2)

Якщо подвiйна границя (4.1.1) iснує, то границя (4.1.2) н е з а л е ж и т ь вiд шляху, яким
точка 𝑀 прямує до 𝑀0. Якщо виявиться, що границя (4.1.2) залежить вiд функцiї 𝜙(𝑥), то
подвiйна границя (4.1.1) не iснує.

П р и к л а д 1. Розглянемо границю

lim
𝑥 → 0
𝑦 → 0

𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑦2

Обидвi повторнi границi iснують i рiвнi мiж собою:

lim
𝑥→0

lim
𝑦→0

𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑦2
= lim

𝑥→0

0

𝑥2
= 0,

lim
𝑦→0

lim
𝑥→0

𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑦2
= 0.

Проведемо додаткове дослiдження. Виберемо тепер за шлях, яким спрямуємо точку 𝑀(𝑥, 𝑦)
до точки 𝑀0(0, 0), пряму 𝑦 = 𝑘𝑥, де 𝑘 — довiльне число, i знайдемо границю

lim
𝑥→0

𝑥 · 𝑘𝑥
𝑥2 + 𝑘2𝑥2

=
𝑘

1 + 𝑘2
.

Оскiльки границя виявилася залежною вiд способу прямування 𝑀 до 𝑀0, робимо висновок,
що задана подвiйна границя не iснує.

4.2. Неперервнi функцiї

Означення 23. Функцiя 𝑓(𝑀) називається н е п е р е р в н о ю в т о ч ц i 𝑀0,
якщо lim

𝑀→𝑀0

𝑓(𝑀) = 𝑓(𝑀0).

Функцiя 𝑓(𝑀) називається н е п е р е р в н о ю н а м н о ж и н i 𝐷, якщо вона не-
перервна в кожнiй точцi цiєї множини.
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Можна дати означення неперервної функцiї на мовi приростiв. Позначимо через ∆𝑥
i ∆𝑦 прирости аргументiв 𝑥 i 𝑦 вiдповiдно.

Означення 24. Прирости

∆𝑥𝑧 = 𝑓(𝑥0 + ∆𝑥, 𝑦0) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0) та ∆𝑦𝑧 = 𝑓(𝑥0, 𝑦0 + ∆𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)

називають ч а с т и н н и м и п р и р о с т а м и функцiї 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) в точцi 𝑀0(𝑥0, 𝑦0).
Прирiст

∆𝑧 = 𝑓(𝑥0 + ∆𝑥, 𝑦0 + ∆𝑦) − 𝑓(𝑥0, 𝑦0)

називають п о в н и м приростом функцiї 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) в точцi 𝑀0(𝑥0, 𝑦0).

Означення 25. Функцiю 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) називають неперервною за змiнною 𝑥 (за
змiнною 𝑦) в точцi 𝑀0(𝑥0, 𝑦0), якщо

lim
Δ𝑥→0

∆𝑥𝑧 = 0 ( lim
Δ𝑦→0

∆𝑦𝑧 = 0).

Функцiю 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) називають неперервною за сукупнiстю змiнних 𝑥 i 𝑦 або про-
сто неперервною, якщо

lim
Δ𝑥 → 𝑥0

Δ𝑦 → 𝑦0

∆𝑧 = 0.

Неперервнi функцiї кiлькох змiнних мають властивостi, аналогiчнi властивостям непе-

рервних функцiй однiєї змiнної:

сума, рiзниця, добуток i, якщо дiльник не обертається в нуль, то i частка двох
неперервних функцiй кiлькох змiнних є неперервними функцiями.
П р и к л а д 1. Дослiдити на неперервнiсть функцiю

𝑧 =

{︃ 𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑦2
, 𝑥 ̸= 0, 𝑦 ̸= 0;

0, 𝑥 = 0, 𝑦 = 0.

Р о з в ’ я з а н н я. Очевидно, що чисельник i знаменник заданого дробу є неперервними
функцiями. Знаменник 𝑥2 + 𝑦2 обертається на нуль в єдинiй точцi 𝑥 = 0, 𝑦 = 0. Звiдси робимо
висновок, що при 𝑥 ̸= 0, 𝑦 ̸= 0 функцiя є неперервною як частка двох неперервних функцiй.

В точцi (0, 0) задана функцiя є неперервною за кожною зi змiнних 𝑥 i 𝑦 окремо (частиннi
прирости функцiї в точцi (0; 0) тотожно рiвнi нулю ), але не є неперервною за сукупнiстю
змiнних, оскiльки границя

lim
𝑥 → 0
𝑦 → 0

𝑥𝑦

𝑥2 + 𝑦2
,

як було показано у попередньому прикладi, не iснує.

П р и к л а д 2. Дослiдити на неперервнiсть функцiю

𝑧 =

⎧⎨⎩
𝑥2𝑦

𝑥2 + 𝑦2
, 𝑥 ̸= 0, 𝑦 ̸= 0;

0, 𝑥 = 0, 𝑦 = 0.

Р о з в ’ я з а н н я. Розглянемо подвiйну границю

lim
𝑥 → 0
𝑦 → 0

𝑥2𝑦

𝑥2 + 𝑦2
.
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Нехай 𝑦 при 𝑥 → 0 є нескiнченно малою порядку 𝛼: 𝑦 = 𝑀𝑥𝛼 + 𝑜(𝑥𝛼), де 𝑀 ̸= 0 — яке-небудь
число, 𝛼 > 0. Тодi чисельник 𝑥2𝑦 = 𝑀𝑥2+𝛼 + 𝑜(𝑥2+𝛼) є нескiнченно малою порядку 2+𝛼. При
цьому знаменник

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑥2 +𝑀2𝑥2𝛼 + 𝑜(𝑥2𝛼)

є нескiнченно малою порядку 2, якщо 𝛼 > 1, або нескiнченно малою порядку 2𝛼, якщо 𝛼 < 1.
У будь-якому разi чисельник заданого дробу є нескiнченно малою вищого порядку, нiж його
знаменник:

1) якщо 𝛼 > 1, то 2 + 𝛼 > 2;
2) якщо 𝛼 < 1, то 2 + 𝛼 > 2𝛼.

Тобто дрiб являє собою нескiнченно малу величину при 𝑥 → 0, 𝑦 → 0:

lim
𝑥 → 0
𝑦 → 0

𝑥2𝑦

𝑥2 + 𝑦2
= 0.

Оскiльки границя функцiї в точцi (0, 0) дорiвнює значенню функцiї в цiй точцi, то функцiя є
неперервною в цiй точцi.

Для неперервних функцiй кiлькох змiнних справджуються аналоги теорем Больцано-
Кошi та теорема Вейєрштрасса.

Теорема 25 (теорема Вейєрштрасса). Функцiя, визначена i неперервна в замкненiй
обмеженiй областi 𝐷,

а) обмежена в 𝐷;
б) досягає в 𝐷 свого найбiльшого та найменшого значень.

4.3. Розв’язання задач засобами Maple

П р и к л а д 1. Знайти область визначення функцiї 𝑧 =
√︀

𝑥− 𝑦2.
Р о з в ’ я з а н н я. Вираз

√︀
𝑥− 𝑦2 має сенс за умови 𝑥− 𝑦2 > 0. Побудуємо цю мно-

жину:
> restart; with(plots):
> inequal(0<=x-y^2,x=0..4,y=-2..2,color=gray,thickness=4);

Рис.15

П р и к л а д 2. Знайти область визначення функцiї 𝑧 = arcsin(𝑥 + 𝑦).
Р о з в ’ я з а н н я. Областю визначення заданої функцiї є множина |𝑥 + 𝑦| 6 1.
> inequal({(x+y)<=1,-1<=x+y},x=-2..3,y=-2..3,color=gray);
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Рис.16

П р и к л а д 3. Знайти область визначення функцiї 𝑧 = arccos𝑥2 + arcsin 𝑦.
Р о з в ’ я з а н н я. Вираз 𝑧 = arccos𝑥2 + arcsin 𝑦 має сенс, коли |𝑥| 6 1 ∩ |𝑦| 6 1.
> inequal({-1<=x,x<=1,-1<=y,y<=1},x=-1.5..1.5,y=-1.5..1.5,color=gray,

thickness=4);

Рис.17

П р и к л а д 4. Побудувати лiнiї рiвня функцiї 𝑧 = |𝑥| + |𝑦|.
Р о з в ’ я з а н н я. Лiнiї рiвня визначаються рiвняннями 𝑧 = 𝑐, де 𝑐 = const. Розгля-
немо лiнiю |𝑥| + |𝑦| = 𝑐. Побудувати її в Maple можна кiлькома способами. Наприклад,
можна побудувати розв’язок нерiвностi |𝑥| + |𝑦| 6 𝑐 i залити отриману область бiлим
кольором. А можна побудувати на однiй площинi два графiки 𝑦 = 𝑐− |𝑥| та 𝑦 = |𝑥| − 𝑐
на промiжку − 6 𝑥 6 𝑐. Покажемо обидва цi способи. Будуватимемо три лiнiї рiвня,
надаючи сталiй 𝑐 значень 1, 2 та 3. Лiнiю рiвня при 𝑐 = 2 видiлимо товщиною. Оскiльки
нам доведеться помiщати на одну площину кiлька графiкiв, що мають рiзнi властиво-
стi (товщина лiнiй, iнтервали, на яких будується графiк) створимо спочатку графiчнi
структури, а потiм покажемо їх на однiй площинi.
> restart: with(plots):
> s1:=inequal({abs(x)+abs(y)<=1,abs(x)+abs(y)<=3},x=-4..4,y=-4..4,color=white):
> s2:=plot([abs(x)-2,2-abs(x)],x=-2..2,y=-2..2,thickness=4, color=black):
> display(s1,s2);
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Рис.18

П р и к л а д 5. Дослiдити функцiю

𝑧 =

⎧⎨⎩
𝑥2𝑦

𝑥4 + 𝑦2
, якщо 𝑥2 + 𝑦2 ̸= 0;

0, якщо 𝑥2 + 𝑦2 = 0

на неперервнiсть в точцi 𝑀0(0, 0).

Р о з в ’ я з а н н я. Функцiя не є неперервною в точцi 𝑀0(0, 0). Обчислимо значення
функцiї при 𝑦 = 0 та 𝑦 = 𝑥2:
> z:=(x,y)->x^2*y/(x^4+y^2);

𝑧 := (𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑥2𝑦

𝑥4 + 𝑦2

> z(x,0);
0

> z(x,x^2);
1

2

Звiдси маємо висновок, що границя lim
𝑥 → 0
𝑦 → 0

𝑥2𝑦

𝑥4 + 𝑦2
не iснує.

Завдання до роздiлу
1. Знайти областi визначення функцiй:

а) 𝑧 =
1√︀

4− 𝑥2 − 𝑦2
; б) 𝑧 = arcsin

𝑥

2
+
√
𝑥𝑦;

в) 𝑧 =
√︀
𝑦 sin𝑥; г) 𝑧 = ln(𝑥− 2𝑦).

2. Побудувати лiнiї рiвня функцiй:

a) 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2; б) 𝑧 = 𝑥2 − 𝑦2;

в) 𝑧 = (𝑥+ 𝑦)2; г) 𝑧 =
√
𝑥𝑦.

3. Обчислити повторнi границi функцiї:

а) 𝑧 =
2𝑥2 + 𝑦2

𝑥2 + 𝑦3
, якщо 𝑥 → ∞, 𝑦 → ∞; б) 𝑧 =

sin(𝑥𝑦)

𝑥𝑦
, якщо 𝑥 → ∞, 𝑦 → 0.
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Тема 5

Елементи диференцiального числення

5.1. Частиннi похiднi

Означення 26. Якщо iснує скiнченна границя

lim
Δ𝑥→0

∆𝑥𝑧

∆𝑥

(︂
lim

Δ𝑦→0

∆𝑦𝑧

∆𝑦

)︂
,

то її називають ч а с т и н н о ю похiдною функцiї 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) за змiнною 𝑥 (за змiн-
ною 𝑦).

Позначають частиннi похiднi символами 𝑧′𝑥, 𝑧𝑥,
𝜕𝑧

𝜕𝑥
, 𝑧′𝑦, 𝑧𝑦,

𝜕𝑧

𝜕𝑦
. Знаходять частин-

нi похiднi, користуючись вiдомими таблицею та правилами диференцiювання функцiї
однiєї змiнної. При диференцiюваннi за змiнною 𝑥 вважають 𝑦 сталою величиною i,
навпаки, коли знаходять похiдну за змiнною 𝑦, то 𝑥 вважають сталою величиною.

Геометричний змiст частинних похiдних. Графiком функцiї 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) є де-
яка поверхня. Вiзьмемо на цiй поверхнi точку 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑓(𝑥0, 𝑦0)). Проведемо площини
𝑥 = 𝑥0 та 𝑦 = 𝑦0. Лiнiї перетину цих площин з поверхнею 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) позначимо через
𝑧 = 𝑓(𝑥0, 𝑦) i 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦0) вiдповiдно (рис. 19).

Рис.19

Виходячи з геометричного змiсту похiдної функцiї однiєї змiнної, знаходимо, що
𝑓 ′
𝑥(𝑥0, 𝑦0) = tg𝛼, де 𝛼 — кут мiж вiссю 𝑂𝑥 i дотичною, проведеної до кривої 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦0)

в точцi 𝑀0. Аналогiчно знаходимо, що 𝑓 ′
𝑦(𝑥0, 𝑦0) = tg 𝛽.

П р и к л а д 1. Знайти частиннi похiднi функцiї 𝑧 = 𝑥𝑦.
Р о з в ’ я з а н н я. При сталому значеннi 𝑦 i змiннiй величинi 𝑥 функцiя 𝑧 = 𝑥𝑦 являє собою
степеневу функцiю, тому

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 𝑦 · 𝑥𝑦−1.
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Якщо 𝑥 — стала, а 𝑦 — змiнна, то 𝑧 = 𝑥𝑦 — показникова функцiя, тобто

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 𝑥𝑦 ln𝑥.

5.2. Повний диференцiал функцiї
Розглянемо функцiю двох змiнних

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦).

Рiзницю 𝑓(𝑥+ ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦)− 𝑓(𝑥, 𝑦) називають повним приростом функцiї i позначають
символом ∆𝑧.

За умови iснування частинних похiдних у деякому околi точки (𝑥, 𝑦) i їх неперерв-
ностi в цiй точцi повний прирiст функцiї можна подати у виглядi1

∆𝑧 = 𝑓 ′
𝑥(𝑥, 𝑦)∆𝑥 + 𝑓 ′

𝑦(𝑥, 𝑦)∆𝑦 + 𝛼∆𝑥 + 𝛽∆𝑦, (5.2.1)

де 𝛼, 𝛽 → 0 при ∆𝑥, ∆𝑦 → 0.

Означення 27. Головну лiнiйну за приростами аргументiв частину повного при-
росту функцiї називають повним диференцiалом функцiї i позначають символом 𝑑𝑧:

𝑑𝑧 = 𝑓 ′
𝑥(𝑥, 𝑦)∆𝑥 + 𝑓 ′

𝑦(𝑥, 𝑦)∆𝑦. (5.2.2)

Означення 28. Якщо повний прирiст функцiї 𝑓(𝑥, 𝑦) можна подати у виглядi
рiвностi (5.2.1), то функцiю називають д и ф е р е н ц i й о в н о ю в точцi (𝑥, 𝑦).

Прирости незалежних змiнних ∆𝑥 i ∆𝑦 називають диференцiалами незалежних
змiнних 𝑥 та 𝑦 i позначають через 𝑑𝑥 та 𝑑𝑦 вiдповiдно. У цих позначеннях повний
диференцiал набуває вигляду

𝑑𝑧 = 𝑓 ′
𝑥(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑓 ′

𝑦(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 (5.2.3)

або
𝑑𝑧 =

𝜕𝑧

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑧

𝜕𝑦
𝑑𝑦. (5.2.4)

П р и к л а д 1. Обчислити наближено
√︀

4, 052 + 2, 932.
Р о з в ’ я з а н н я. Заданий числовий вираз можна розглядати як значення функцiї
𝑧 =

√︀
𝑥2 + 𝑦2 в точцi 𝑥 = 4, 05, 𝑦 = 2, 93. Очевидно, що значення функцiї 𝑧 та її похiдних

досить просто обчислюються в точцi 𝑥0 = 4, 𝑦0 = 3. Скористаємося повним диференцiалом
функцiї:

𝑧(𝑥0 +Δ𝑥, 𝑦0 +Δ𝑦) ≈ 𝑧(𝑥0, 𝑦0) + 𝑑𝑧(𝑥0, 𝑦0).

Заходимо прирости аргументiв, частиннi похiднi функцiї 𝑧 i обчислюємо її повний диференцiал
в точцi (𝑥0, 𝑦0):
Δ𝑥 = 𝑥− 𝑥0 = 4, 05− 4 = 0, 05, Δ𝑦 = 𝑦 − 𝑦0 = 2, 93− 3 = −0, 07.
𝜕𝑧

𝜕𝑥
=

𝑥√︀
𝑥2 + 𝑦2

,
𝜕𝑧

𝜕𝑦
=

𝑦√︀
𝑥2 + 𝑦2

, 𝑑𝑧(𝑥0, 𝑦0) =
4

5
Δ𝑥+

3

5
Δ𝑦 = −0, 002. Отже,

√︀
4, 052 + 2, 972 ≈ 5− 0, 002 = 4, 998.

Для порiвняння наведемо значення виразу
√︀

4, 052 + 2, 972, обчислене з точнiстю до 10−9:
4,998739841.

1Див., наприклад, [?], c. 245.
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5.3. Похiднi складених функцiй
Нехай 𝑧 є функцiєю змiнних 𝑥 i 𝑦, якi, в свою чергу, є функцiями змiнної 𝑡. Тодi 𝑧

являє собою функцiю, що залежить вiд однiєї змiнної 𝑡:

𝑧 = 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) = 𝑧(𝑡).

Нехай функцiя 𝑓(𝑥, 𝑦) має неперервнi частиннi похiднi, а функцiї 𝑥(𝑡) та 𝑦(𝑡) є дифе-
ренцiйовними. Тодi iснує похiдна функцiї 𝑧(𝑡):

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= lim

Δ𝑡→0

𝑧(𝑡 + ∆𝑡) − 𝑧(𝑡)

∆𝑡
= lim

Δ𝑡→0

𝑧(𝑥 + ∆𝑥, 𝑦 + ∆𝑦) − 𝑧(𝑥, 𝑦)

∆𝑡
=

= lim
Δ𝑡→0

𝑓 ′
𝑥∆𝑥 + 𝑓 ′

𝑦∆𝑦 + 𝛼∆𝑥 + 𝛽∆𝑦

∆𝑡
= lim

Δ𝑡→0

(︂
𝑓 ′
𝑥

∆𝑥

∆𝑡
+ 𝑓 ′

𝑦

∆𝑦

∆𝑡
+ 𝛼

∆𝑥

∆𝑡
+ 𝛽

∆𝑦

∆𝑡

)︂
=

= 𝑓 ′
𝑥𝑥

′
𝑡 + 𝑓 ′

𝑦𝑦
′
𝑡 + 0 · 𝑥′

𝑡 + 0 · 𝑦′𝑡 = 𝑓 ′
𝑥𝑥

′
𝑡 + 𝑓 ′

𝑦𝑦
′
𝑡

Похiдну функцiї 𝑧(𝑡)
𝑑𝑧

𝑑𝑡
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥
· 𝑑𝑥
𝑑𝑡

+
𝜕𝑓

𝜕𝑦
· 𝑑𝑦
𝑑𝑡

.

називають п о в н о ю похiдною.
Якщо, окрiм того, 𝑧 ще залежить вiд 𝑡 явно, тобто 𝑧 = 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), то повна

похiдна має вигляд
𝑑𝑧

𝑑𝑡
=

𝜕𝑓

𝜕𝑡
+

𝜕𝑓

𝜕𝑥
· 𝑑𝑥
𝑑𝑡

+
𝜕𝑓

𝜕𝑦
· 𝑑𝑦
𝑑𝑡

.

Нехай 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), а 𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣). Тодi 𝑧 є функцiєю змiнних 𝑢 i 𝑣:

𝑧 = 𝑓(𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣)) = 𝑧(𝑢, 𝑣).

Частиннi похiднi функцiї 𝑧(𝑢, 𝑣) знаходять за формулами

𝜕𝑧

𝜕𝑢
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥
· 𝜕𝑥
𝜕𝑢

+
𝜕𝑓

𝜕𝑦
· 𝜕𝑦
𝜕𝑢

,

𝜕𝑧

𝜕𝑣
=

𝜕𝑓

𝜕𝑥
· 𝜕𝑥
𝜕𝑣

+
𝜕𝑓

𝜕𝑦
· 𝜕𝑦
𝜕𝑣

.

П р и к л а д 1. Сторона прямокутника 𝑥 = 20 м збiльшується зi швидкiстю 5 м/сек, iнша
сторона 𝑦 = 30 м зменшується зi швидкiстю 4 м/сек. З якою швидкiстю змiнюються периметр
i площа прямокутника?
Р о з в ’ я з а н н я. Периметр i площа прямокутника є функцiями 𝑥 та 𝑦: 𝑃 = 2(𝑥 + 𝑦),
𝑆 = 𝑥 · 𝑦. У свою чергу, змiннi 𝑥 та 𝑦 є функцiями змiнної 𝑡, про якi вiдомо, що 𝑥(0) := 20,
𝑥′(0) = 5, 𝑦(0) = 30, 𝑦′(0) = −4. Знайдемо повнi похiднi функцiй 𝑃 i 𝑆 при 𝑡 = 0:
𝑑𝑃

𝑑𝑡
=

𝜕𝑃

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝜕𝑃

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 2 · 5 + 2 · (−4) = 2 [м/сек ].

𝑑𝑆

𝑑𝑡
=

𝜕𝑆

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝜕𝑆

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑦 · 5 + 𝑥 · (−4) = 30 · 5 + 20 · (−4) = 70 [м2/сек ].

5.4. Похiдна у заданому напрямi. Градiєнт
Нехай задано функцiю 𝑢 = 𝑓(𝑀), визначену в деякiй областi 𝐷, точку 𝑀0 ∈ 𝐷 i

промiнь L , що виходить iз точки 𝑀0 i має напрям вектора 𝑙.
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Означення 29. Похiдною функцiї 𝑢(𝑀) в точцi 𝑀0 у заданому напрямi 𝑙 назива-
ють границю

lim
𝑀→𝑀0

𝑢(𝑀) − 𝑢(𝑀0)

|𝑀0𝑀 |
=

𝜕𝑢(𝑀0)

𝜕𝑙
,

де 𝑀 — точка променя L, що виходить iз точки 𝑀0 i має напрям вектора 𝑙.

Розглянемо випадок, коли функцiя 𝑢 залежить вiд трьох змiнних 𝑥, 𝑦 i 𝑧. Нехай
вектор 𝑙 має координати

𝑙 = {cos𝛼, cos 𝛽, cos 𝛾},
де 𝛼, 𝛽, 𝛾 — кути, утворенi вектором 𝑙 з додатними напрямами координатних осей. Тодi
координати поточної точки 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧) променя L мають вигляд

𝑥 = 𝑥0 + 𝑡 cos𝛼,
𝑦 = 𝑦0 + 𝑡 cos 𝛽,
𝑧 = 𝑧0 + 𝑡 cos 𝛾,

де 𝑡 > 0. При цьому |𝑀0𝑀 | =
√︁

(𝑥− 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2 + (𝑧 − 𝑧0)2 = 𝑡, оскiльки сума
квадратiв напрямних косинусiв дорiвнює одиницi.

Знаходимо, що

𝜕𝑢(𝑀0)

𝜕𝑙
= lim

𝑡→+0

𝑢(𝑥0 + 𝑡 cos𝛼, 𝑦0 + 𝑡 cos 𝛽, 𝑧0 + 𝑡 cos 𝛾) − 𝑢(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0)

𝑡
=

=
𝑑𝑢

𝑑𝑡

⃒⃒⃒
𝑡=0

=
𝜕𝑢(𝑀0)

𝜕𝑥
cos𝛼 +

𝜕𝑢(𝑀0)

𝜕𝑦
cos 𝛽 +

𝜕𝑢(𝑀0)

𝜕𝑧
cos 𝛾.

Означення 30. Вектор{︂
𝜕𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑥
,
𝜕𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑦
,
𝜕𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕𝑧

}︂
називають градiєнтом функцiї 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) в точцi 𝑀(𝑥, 𝑦, 𝑧), позначають його символом
grad𝑢 або ∇𝑢.

Похiдна функцiї 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) у напрямi 𝑙, обчислена в точцi 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), являє собою
скалярний добуток вектора grad𝑢(𝑀0) на одиничний вектор 𝑙

𝜕𝑢(𝑀0)

𝜕𝑙
= (grad𝑢(𝑀0), 𝑙) = | grad𝑢(𝑀0)| | 𝑙| cos 𝜃, (5.4.5)

де 𝜃 — кут мiж вказаними векторами. Похiдна у напрямi 𝑙 характеризує швидкiсть

зростання функцiї 𝑢 в цьому напрямi. Найбiльшого значення величина
𝜕𝑢

𝜕𝑙
досягає при

𝜃 = 0, коли напрям вектора 𝑙 збiгається з напрямом вектора grad𝑢(𝑀0), тобто вектор
grad𝑢(𝑀0) є н а п р я м о м н а й ш в и д ш о г о з р о с т а н н я функцiї 𝑢 в точцi 𝑀0.

5.5. Дотична площина та нормаль до поверхнi

Означення 31. На поверхнi 𝑆 через точку 𝑀0 ∈ 𝑆 проведемо усiлякi кривi, для
яких в точцi 𝑀0 iснують дотичнi. Якщо цi дотичнi утворюють площину, то її на-
зивають д о т и ч н о ю п л о щ и н о ю до поверхнi 𝑆 точцi 𝑀0.

Нормаль дотичної площини до поверхнi 𝑆 в точцi 𝑀0 називають н о р м а л л ю
д о п о в е р х н i 𝑆 в точцi 𝑀0.
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Нехай 𝑆 — поверхня рiвня 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑢(𝑀0) i нехай 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑧 = 𝑧(𝑡),
𝑡 ∈ [𝛼, 𝛽] — параметричнi рiвняння кривої 𝐿, що лежить на поверхнi 𝑆 i проходить
через точку 𝑀0(𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝑆, тобто для деякого 𝑡0 ∈ [𝛼, 𝛽] 𝑥(𝑡0) = 𝑥0, 𝑦(𝑡0) = 𝑦0,
𝑧(𝑡) = 𝑧0. Тодi для всiх 𝑡 ∈ [𝛼, 𝛽] виконується рiвнiсть

𝑢(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) = 𝑢(𝑀0).

Припустивши, що функцiї 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑧 = 𝑧(𝑡) є диференцiйовними, знаходимо,
що

𝑑𝑢

𝑑𝑡
=

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 0.

Зокрема, ця рiвнiсть виконується i в точцi 𝑀0. Повну похiдну
𝑑𝑢

𝑑𝑡
в точцi 𝑀0 можна

подати як скалярний добуток векторiв

∇𝑢(𝑀0) i
{︂
𝑑𝑥(𝑡0)

𝑑𝑡
,
𝑑𝑦(𝑡0)

𝑑𝑡
,
𝑑𝑧(𝑡0)

𝑑𝑡

}︂
.

Останнiй iз них є дотичним до кривої 𝐿 в точцi 𝑀0. Звiдси маємо такий висновок:
дотичнi до кривих, що лежать на поверхнi 𝑆 i проходять через точку 𝑀0, в точцi 𝑀0

перпендикулярнi до вектора ∇𝑢(𝑀0) i, якщо ∇𝑢(𝑀0) — ненульовий вектор, то дотичнi
утворюють площину Π, яка є дотичною до поверхнi 𝑆 в точцi 𝑀0. Оскiльки ненульовий
вектор ∇𝑢(𝑀0) є нормаллю дотичної площини Π, то рiвняння площини Π має вигляд:

𝜕𝑢(𝑀0)

𝜕𝑥
(𝑥− 𝑥0) +

𝜕𝑢(𝑀0)

𝜕𝑦
(𝑦 − 𝑦0) +

𝜕𝑢(𝑀0)

𝜕𝑧
(𝑧 − 𝑧0) = 0. (5.5.6)

Вектор ∇𝑢 направлений по нормалi до по-

Рис. 20

верхнi рiвня функцiї 𝑢. Рiвняння нормалi, про-
веденої в точцi 𝑀0 до поверхнi 𝑆, заданої рiвня-
нням 𝑢(𝑥, 𝑦, 𝑧) = const, мають вигляд

𝑥− 𝑥0

𝜕𝑢(𝑀0)

𝜕𝑥

=
𝑦 − 𝑦0
𝜕𝑢(𝑀0)

𝜕𝑦

=
𝑧 − 𝑧0
𝜕𝑢(𝑀0)

𝜕𝑧

. (5.5.7)

5.6. Неявнi функцiї

Означення 32. Кажуть, що функцiя 𝑦 задана н е я в н о, якщо її задають у
виглядi рiвняння

𝜙(𝑥, 𝑦) = 0. (5.6.8)

Н е я в н о ю ф у н к ц i є ю 𝑦 = 𝑦(𝑥) називають розв’язок рiвняння (5.6.8), тобто таку
функцiю 𝑦 = 𝑦(𝑥), яка перетворює рiвняння (5.6.8) на тотожнiсть

𝜙(𝑥, 𝑦(𝑥)) ≡ 0.

Наведемо умови iснування неявної функцiї.

Теорема 26. Якщо функцiя 𝜙(𝑥, 𝑦) неперервна разом зi своїми частинними похiдними
в околi точки (𝑥0, 𝑦0), є строго монотонною за змiнною 𝑦 i 𝜙(𝑥0, 𝑦0) = 0, то в околi
точки (𝑥0, 𝑦0) iснує єдина функцiя 𝑦(𝑥) така, що 𝜙(𝑥, 𝑦(𝑥)) = 0 для всiх 𝑥 з околу точки
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(𝑥0, 𝑦0), причому функцiя 𝑦(𝑥) неперервна i 𝑦(𝑥0) = 𝑦0 i має в точцi 𝑥0 неперервну
похiдну

𝑑𝑦(𝑥0)

𝑑𝑥
= −𝜙𝑥(𝑥0, 𝑦0)

𝜙𝑦(𝑥0, 𝑦0)
. (5.6.9)

Поняття неявної функцiї можна узагальнити для бiльшого числа змiнних i для бiль-
шого числа рiвнянь. Так, рiвняння 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 за умов, що є узагальненням умов
теореми 26, визначає неявну функцiю двох змiнних, наприклад, функцiю 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦);
система рiвнянь 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 визначає двi функцiї однiєї змiнної, напри-
клад, функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥) i 𝑧 = 𝑔(𝑥) тощо 2.

5.7. Похiднi та диференцiали вищих порядкiв
Аналогiчно тому, як це робилося для функцiї однiєї змiнної, вводяться поняття по-

хiдних вищих порядкiв. Наприклад, друга похiдна за змiнною 𝑥 — це перша похiдна вiд
першої похiдної за цiєю змiнною:

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜕𝑧

𝜕𝑥

)︂
=

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
.

Для функцiї двох змiнних маємо чотири похiдних другого порядку:
𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
,
𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
,

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
,

𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
. Останнi двi з них називають мiшаними похiдними. Вони вiдрiзняються порядком,

у якому проводиться диференцiювання:

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜕𝑧

𝜕𝑦

)︂
,

𝜕2𝑧

𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜕𝑧

𝜕𝑥

)︂
.

Теорема 27. Якщо
𝜕2𝑧(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
i
𝜕2𝑧(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦𝜕𝑥
— неперервнi функцiї, то

𝜕2𝑧(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥𝜕𝑦
=

𝜕2𝑧(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦𝜕𝑥
.

Поняття диференцiала 𝑛-го порядку вводиться як i для функцiї однiєї змiнної:

𝑑𝑛𝑧 = 𝑑(𝑑𝑛−1𝑧).

Застосовуючи формулу (5.2.4) до 𝑑𝑧, отримаємо

𝑑 2𝑧 = 𝑑(𝑑𝑧) = 𝑑

(︂
𝜕𝑧

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕𝑧

𝜕𝑦
𝑑𝑦

)︂
=

𝜕 2𝑧

𝜕𝑥2
(𝑑𝑥)2 + 2

𝜕 2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
𝑑𝑥𝑑𝑦 +

𝜕 2𝑓

𝜕𝑦2
(𝑑𝑦)2

або у символiчному виглядi

𝑑 2𝑧 =

(︂
𝜕

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕

𝜕𝑦
𝑑𝑦

)︂2

𝑧.

Аналогiчний запис маємо i для диференцiала порядку 𝑛:

𝑑𝑛𝑧 =

(︂
𝜕

𝜕𝑥
𝑑𝑥 +

𝜕

𝜕𝑦
𝑑𝑦

)︂𝑛

𝑧.

2Докладнiше див. [?], с. 186–188
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5.8. Формула Тейлора
Для функцiї кiлькох змiнних за умови iснування неперервних похiдних усiх порядкiв

до порядку 𝑛 + 1 включно справджується формула

𝑓(𝑀) = 𝑓(𝑀0) +
𝑑 𝑓(𝑀0)

1!
+

𝑑2𝑓(𝑀0)

2!
+

𝑑3𝑓(𝑀0)

3!
+ · · · +

𝑑𝑛𝑓(𝑀0)

𝑛!
+ 𝑟𝑛(𝑀).

5.9. Екстремум

Означення 33. Точку 𝑀0 називають точкою е к с т р е м у м у функцiї 𝑓(𝑀),
якщо iснує такий окiл 𝑆𝛿(𝑀0) точки 𝑀0, що для всiх 𝑀 ∈ 𝑆𝛿(𝑀0) виконується не-
рiвнiсть 𝑓(𝑀) < 𝑓(𝑀0) або 𝑓(𝑀) > 𝑓(𝑀0). У першому випадку точку 𝑀0 називають
точкою м а к с и м у м у, у другому — точкою м i н i м у м у.

Н е о б х i д н i у м о в и е к с т р е м у м у:

Твердження 5.9. 1. Якщо 𝑀0 — точка екстремуму функцiї 𝑓(𝑀), то в точцi 𝑀0

частиннi похiднi функцiї 𝑓(𝑀) дорiвнюють нулю або не iснують.

Д о с т а т н i у м о в и е к с т р е м у м у:
Наведемо достатнi умови екстремуму для функцiй двох змiнних за умови, що фун-

кцiї мають неперервнi другi похiднi. Позначимо

𝜕2𝑓(𝑀0)

𝜕𝑥2
= 𝐴,

𝜕2𝑓(𝑀0)

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 𝐵,

𝜕2𝑓(𝑀0)

𝜕𝑦2
= 𝐶.

Твердження 5.9. 2. Якщо в точцi (𝑥0, 𝑦0) частиннi похiднi першого порядку фун-
кцiї 𝑓(𝑥, 𝑦) дорiвнюють нулю, а похiднi другого порядку задовольняють умову

𝐴𝐶 −𝐵2 > 0,

то (𝑥0, 𝑦0) є точкою екстремуму функцiї 𝑓 . При цьому, якщо 𝐴 > 0 (𝐶 > 0), то (𝑥0, 𝑦0)
— точка мiнiмуму, якщо 𝐴 < 0 (𝐶 < 0), то (𝑥0, 𝑦0) — точка максимуму.

Якщо 𝐴𝐶 −𝐵2 < 0, то в точцi (𝑥0, 𝑦0) функцiя 𝑓 екстремуму не має.

П р и к л а д 1. Дослiдити функцiю на екстремум:

𝑧 = 𝑥2 + 𝑥𝑦 + 𝑦2 − 2𝑥− 𝑦.

Р о з в ’ я з а н н я. Знаходимо частиннi похiднi функцiї:
𝜕𝑧

𝜕𝑥
= 2𝑥+ 𝑦 − 2,

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= 𝑥+ 2𝑦 − 1.

Прирiвнюємо їх до нуля:{︂
2𝑥+ 𝑦 − 2 = 0
𝑥+ 2𝑦 − 1 = 0

⇒
{︂

2𝑥+ 𝑦 = 2
𝑥+ 2𝑦 = 1

⇒
{︂

𝑥+ 2𝑦 = 1
2𝑥+ 𝑦 = 2

⇒
{︂

𝑥+ 2𝑦 = 1
−3𝑦 = 0

Розв’язком системи є 𝑥 = 1, 𝑦 = 0. Ця точка є пiдозрiлою на екстремум. Перевiряємо до-
статнi умови. Знаходимо похiднi другого порядку:

𝜕2𝑧

𝜕𝑥2
= 2 = 𝐴,

𝜕2𝑧

𝜕𝑥𝜕𝑦
= 1 = 𝐵,

𝜕2𝑧

𝜕𝑦2
= 2 = 𝐶.

Оскiльки 𝐴𝐶 − 𝐵2 > 0 i 𝐴 > 0 (𝐶 > 0), маємо висновок: точка (1; 0) є точкою мiнiмуму
функцiї 𝑧.
Вiдповiдь: 𝑧𝑚𝑖𝑛 = −1 при 𝑥 = 1, 𝑦 = 0.
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Д о с т а т н i у м о в и е к с т р е м у м у (загальний випадок):
Нехай функцiя 𝑓(𝑀) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) визначена, неперервна i має неперервнi похi-

днi першого i другого порядкiв в околi деякої с т а ц i о н а р н о ї точки 𝑀0(𝑥
0
1, 𝑥

0
2, . . . .𝑥

0
𝑛).

Тодi у досить малому околi точки 𝑀0 знак приросту функцiї ∆𝑓 = 𝑓(𝑀) − 𝑓(𝑀0) ви-
значається знаком її диференцiала другого порядку:

sign∆𝑓 = sign 𝑑2𝑓(𝑀0).

Диференцiал 𝑑2𝑓(𝑀0) являє собою квадратичну форму 𝑛 змiнних 𝑑𝑥1, 𝑑𝑥2, . . . , 𝑑𝑥𝑛

𝑑2𝑓(𝑀0) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝑎𝑖𝑗 · 𝑑𝑥𝑖 · 𝑑𝑥𝑗,

де 𝑎𝑖𝑗 = 𝑓 ′′
𝑥𝑖𝑥𝑗

(𝑀0), 𝑑𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 − 𝑥0
𝑖 .

Посилаючись на вiдомий критерiй Сiльвестра знаковизначеностi квадратичної фор-
ми3 отримуємо достатнi умови екстремуму функцiї 𝑓(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛):

Твердження 5.9. 3. Нехай точка 𝑀0 є стацiонарною точкою функцiї 𝑓(𝑀),
𝜕2𝑓(𝑀0)

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗

=

𝑎𝑖𝑗,

∆1 = 𝑎11, ∆2 =

⃒⃒⃒⃒
𝑎11 𝑎12
𝑎21 𝑎22

⃒⃒⃒⃒
, ∆3 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 𝑎11 𝑎12 𝑎13
𝑎21 𝑎22 𝑎23
𝑎31 𝑎32 𝑎33

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ , . . . ,∆𝑛 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝑎11 𝑎12 . . . 𝑎1𝑛
𝑎21 𝑎22 . . . 𝑎2𝑛
. . . . . . . . . .
𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 . . . 𝑎𝑛𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ .

Тодi,

1. якщо головнi мiнори матрицi других похiдних функцiї 𝑓(𝑀) додатнi
∆1 > 0,∆2 > 0, . . . ,∆𝑛 > 0, то 𝑀0 — точка мiнiмуму функцiї 𝑓(𝑀);

2. якщо знаки головних мiнорiв чергуються, починаючи зi знака мiнус
∆1 < 0,∆2 > 0,∆3 < 0,. . . , то 𝑀0 — точка максимуму;

3. якщо чергування знакiв головних мiнорiв порушується, то функцiя в точцi 𝑀0

екстремуму не має;

4. якщо деякi iз головних мiнорiв дорiвнюють нулевi, а чергування знакiв при цьому
не порушується, то обчислюють усi дiагональнi мiнори матрицi i дослiджують
чергування їх знакiв.

П р и к л а д 2. Знайти екстремум функцiї 𝑢 = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 𝑥𝑦 + 𝑥− 2𝑧.
Р о з в ’ я з а н н я. Знаходимо стацiонарнi точки функцiї, для цього знаходимо частиннi по-
хiднi функцiї i прирiвнюємо їх до нуля:

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 2𝑥− 𝑦 + 1,

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 2𝑦 − 𝑥,

𝜕𝑢

𝜕𝑧
= 2𝑧 − 2.

⇒

⎧⎨⎩
2𝑥− 𝑦 + 1 = 0
2𝑦 − 𝑥 = 0
2𝑧 − 2 = 0

⇒

𝑥 = −2
3 ,

𝑦 = −1
3 ,

𝑧 = 1.

Перевiряємо виконання достатнiх умов екстремуму в знайденiй стацiонарнiй точцi. Знаходимо

3Див., наприклад, [?], с. 330, [?], с. 277

65



другi частиннi похiднi i обчислюємо їх у стацiонарнiй точцi:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
= 2,

𝜕2𝑢

𝜕𝑦𝜕𝑥
= −1,

𝜕2𝑢

𝜕𝑧𝜕𝑥
= 0,

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 2,

𝜕2𝑢

𝜕𝑧𝜕𝑦
= 0,

𝜕2𝑢

𝜕𝑧2
= 2,

⇒ 𝐴 =

⎛⎝ 2 −1 0
−1 2 0
0 0 2

⎞⎠

Обчислюємо головнi мiнори матрицi других похiдних:

Δ1 = 2, Δ2 =

⃒⃒⃒⃒
2 −1

−1 2

⃒⃒⃒⃒
= 3, Δ3 =

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ 2 −1 0
−1 2 0
0 0 2

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒ = 6.

Оскiльки усi головнi мiнори матрицi других похiдних додатнi, то точка
(︂
−2

3
;−1

3
; 1

)︂
для

функцiї 𝑢 є точкою мiнiмуму, 𝑢𝑚𝑖𝑛 = −4

3
.

5.10. Умовний екстремум

Означення 34. Задачею на у м о в н и й екстремум для функцiї двох змiнних
функцiї

𝑓(𝑥, 𝑦) (5.10.10)

називають задачу вiдшукання її максимумiв i мiнiмумiв за умови, що деяка iнша
функцiя набуває заданого значення:

𝜙(𝑥, 𝑦) = 0. (5.10.11)

Якщо рiвнiсть (5.10.11) визначає функцiю 𝑦 = 𝑦(𝑥), то функцiя 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) являє
собою функцiю однiєї змiнної 𝑥:

𝑧(𝑥) = 𝑓(𝑥, 𝑦(𝑥)).

Припустивши iснування похiдних, знаходимо стацiонарнi точки функцiї 𝑧(𝑥):

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 𝑓𝑥 + 𝑓𝑦 ·

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0.

Враховуючи, що
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −𝜙𝑥

𝜙𝑦

, для визначення точок, пiдозрiлих на умовний екстремум,

маємо таку систему рiвнянь: ⎧⎨⎩
𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 𝑓𝑥 − 𝑓𝑦 ·

𝜙𝑥

𝜙𝑦

= 0,

𝜙(𝑥, 𝑦) = 0.
(5.10.12)

Розв’язавши систему (5.10.12), знайдемо координати стацiонарних точок функцiї

𝑧(𝑥). З’ясувати типу екстремуму можна, обчисливши значення
𝑑2𝑧

𝑑𝑥2
у цих точках.

П р и к л а д 1. Знайти екстремуми функцiї 𝑧 = 𝑥+ 𝑦 за умови, що

𝑥2 + 𝑦2 − 1 = 0.
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Р о з в ’ я з а н н я. Знаходимо повну похiдну

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 1 + 1 ·

(︂
−2𝑥

2𝑦

)︂
.

Прирiвняємо її до нуля i врахуємо зв’язок мiж змiнними 𝑥 та 𝑦:⎧⎨⎩ 1− 𝑥

𝑦
= 0,

𝑥2 + 𝑦2 = 1.

Ця система має два розв’язки: 𝑥1 = 𝑦1 =
1√
2

i 𝑥2 = 𝑦2 = − 1√
2
.

Знаходимо другу похiдну
𝑑 2𝑧

𝑑𝑥2
:

𝑑 2𝑧

𝑑𝑥2
=

𝑑

𝑑𝑥

(︂
1− 𝑥

𝑦

)︂
= −

𝑦 − 𝑥
𝑑𝑦

𝑑𝑥
𝑦2

= −
𝑦 + 𝑥

𝑥

𝑦

𝑦2
= −𝑥2 + 𝑦2

𝑦3
= − 1

𝑦3
.

Як бачимо, функцiя 𝑧 = 𝑥 + 𝑦 за умови 𝑥2 + 𝑦2 в точцi (𝑥1, 𝑦1) досягає максимуму, а в точцi
(𝑥2, 𝑦2) — мiнiмуму.

Розглянутий приклад має наочний геометричний змiст: лiнiї рiвня функцiї 𝑧 = 𝑥+ 𝑦 — це
прямi, паралельнi бiсектрисi другого та четвертого координатних кутiв, крива 𝑥2 + 𝑦2 = 1 —
коло одиничного радiуса iз центром на початку координат (рис. 21 ).

Рис. 21

У напрямку вектора ∇𝑧 = {1; 1} функцiя 𝑧 зростає i досягає на кривiй 𝑥2+𝑦2 = 1 найбiльшого
значення в точцi 𝑀1. Неважко бачити, що в точцi 𝑀1 вектори ∇𝑧(𝑀1) = {1; 1} i ∇𝜙(𝑥, 𝑦) =

= {2𝑥1, 2𝑦1} є колiнеарними, тобто поверхня рiвня функцiї 𝑧(𝑥, 𝑦) = 𝑧(𝑥1, 𝑦1) є дотичною до
кола 𝑥2 + 𝑦2 = 1. Аналогiчно можна показати, що точка 𝑀2 є точкою умовного мiнiмуму.

Розглянутий метод розв’язання задачi на умовний екстремум називають методом
неявних функцiй.

Розглянемо ще один метод побудови розв’язку задачi на умовний екстремум. По-
вернемося до системи (5.10.12). Ми припустили iснування в точцi умовного екстремуму

похiдної
𝑑𝑦

𝑑𝑥
, а це передбачає, що функцiя 𝜙𝑦(𝑥, 𝑦) ̸= 0.

Оскiльки за припущенням 𝜙𝑦 ̸= 0, то перше рiвняння системи (5.10.12) можна пере-
творити до вигляду

𝑓𝑥𝜙𝑦 − 𝑓𝑦𝜙𝑥 = 0.
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Лiву частину останньої рiвностi можна розглядати як визначник⃒⃒⃒⃒
𝑓𝑥 𝑓𝑦
𝜙𝑥 𝜙𝑦

⃒⃒⃒⃒
= 0.

Рядки (стовпцi) визначника, рiвного нулю, є лiнiйно залежними, тобто iснує число 𝜆
таке, що в точцi 𝑀0 умовного екстремуму справджується рiвнiсть:

∇𝑓(𝑀0) + 𝜆∇𝜙(𝑀0) = 0,

де символ 0 позначає нульовий вектор. Ця рiвнiсть у координатнiй формi набуває ви-
гляду

𝑓𝑥 + 𝜆𝜙𝑥 = 0,
𝑓𝑦 + 𝜆𝜙𝑦 = 0.

(5.10.13)

Приєднаємо до отриманої системи рiвняння-обмеження

𝜙(𝑥, 𝑦) = 0. (5.10.14)

Таким чином, для визначення точки умовного екстремуму ми отримали систему трьох
рiвнянь (5.10.13)–(5.10.14) iз трьома невiдомими 𝑥, 𝑦 i 𝜆.

Побудуємо функцiю
𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝜆) = 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝜆𝜙(𝑥, 𝑦). (5.10.15)

Функцiю 𝐹 називають ф у н к ц i є ю Л а г р а н ж а.
Очевидно, що за обмежень 𝜙(𝑥, 𝑦) = 0 функцiї 𝐹 i 𝑓 мають рiвнi значення:

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝜆)
⃒⃒⃒
𝜙(𝑥,𝑦)=0

= 𝑓(𝑥, 𝑦) + 𝜆 · 0 = 𝑓(𝑥, 𝑦).

Розглянемо задачу на безумовний екстремум функцiї 𝐹 змiнних 𝑥, 𝑦 i 𝜆. Знаходимо
необхiднi умови екстремуму:

𝐹𝑥 = 𝑓𝑥 + 𝜆𝜙𝑥 = 0,
𝐹𝑦 = 𝑓𝑦 + 𝜆𝜙𝑦 = 0,
𝐹𝜆 = 𝜙(𝑥, 𝑦) = 0.

(5.10.16)

Звертаємо увагу на те, що рiвняння (5.10.13)–(5.10.14) i (5.10.16) — однi й тi самi. Врахо-
вуючи рiвнiсть (5.10.15), дiйдемо висновку, що задачу на умовний екстремум функцiї 𝑓
за обмежень 𝜙(𝑥, 𝑦) = 0 можна замiнити задачею на безумовний екстремум функцiї
Лагранжа 𝐹 (5.10.15) — задачi мають один i той самий розв’язок.

Достатнi умови екстремуму функцiї Лагранжа отримують, дослiджуючи другий ди-
ференцiал 𝑑 2𝐹 як функцiї змiнних 𝑥 i 𝑦 (тобто при цьому вважається, що 𝜆 є сталою
величиною i дорiвнює значенню, отриманому при розв’язаннi системи (5.10.16)):

𝑑 2𝐹 = 𝐹𝑥𝑥(𝑀0)(𝑑𝑥)2 + 2𝐹𝑥𝑦(𝑀0)𝑑𝑥𝑑𝑦 + 𝐹𝑦𝑦(𝑀0)(𝑑𝑦)2,

де 𝑀0 — точка пiдозрiла на екстремум, а величини 𝑑𝑥 i 𝑑𝑦 пов’язанi спiввiдношенням

𝑑𝑦 = −𝜙𝑥(𝑀0)

𝜙𝑦(𝑀0)
𝑑𝑥.

За у в аженн я. Досить часто характер екстремуму є очевидним i випливає з поста-
новки задачi. У цьому разi необхiднiсть у дослiдженнi достатнiх умов вiдпадає. Може
статися також, що диференцiал 𝑑 2𝐹 як функцiя змiнних 𝑑𝑥 i 𝑑𝑦 є знакосталою. У цьому
випадку вiдпадає потреба у врахуваннi зв’язку мiж 𝑑𝑥 i 𝑑𝑦.
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Описаний метод розв’язування задачi на умовний екстремум називають м е т о д о м
н е в и з н а ч е н и х м н о ж н и к i в Л а г р а н ж а.
П р и к л а д 2. Застосовуючи метод невизначених множникiв Лагранжа знайти екстремуми
функцiї 𝑧 = 𝑥+ 𝑦 за умови 𝑥2 + 𝑦2 = 1.
Р о з в ’ я з а н н я. Будуємо функцiю Лагранжа, при цьому обмеження перетворюємо до
вигляду 𝜙(𝑥, 𝑦) = 0:

𝐹 = 𝑥+ 𝑦 + 𝜆(𝑥2 + 𝑦2 − 1).

Знаходимо стацiонарнi точки функцiї 𝐹 :

𝐹𝑥 = 1 + 2𝜆𝑥 = 0,
𝐹𝑦 = 1 + 2𝜆𝑦 = 0,
𝐹𝜆 = 𝑥2 + 𝑦2 − 1 = 0.

Iз перших двох рiвнянь виражаємо 𝑥 i 𝑦 через 𝜆 i пiдставляємо їх до третього рiвняння:

𝑥 = − 1

2𝜆
, 𝑦 = − 1

2𝜆
,

1

4𝜆2
+

1

4𝜆2
= 1 ⇒ 𝜆 = ± 1√

2
.

Отже, ми отримали двi стацiонарнi точки

𝜆1 = − 1√
2
, 𝑥1 =

1√
2
, 𝑦1 =

1√
2
,

𝜆2 =
1√
2
, 𝑥2 = − 1√

2
, 𝑦2 = − 1√

2
.

Дослiджуємо достатнi умови екстремуму. Знаходимо диференцiал другого порядку функцiї
Лагранжа як функцiї змiнних 𝑥 i 𝑦:

𝐹𝑥𝑥 = 2𝜆, 𝐹𝑥𝑦 = 0, 𝐹𝑦𝑦 = 2𝜆,

𝑑 2𝐹 = 2𝜆
[︀
(𝑑𝑥)2 + (𝑑𝑦)2

]︀
.

Як бачимо, при 𝜆 = 𝜆1 = − 1√
2

виконується нерiвнiсть 𝑑 2𝐹 < 0, тобто точка (𝑥1, 𝑦1) є точкою

максимуму, при 𝜆 = 𝜆1 =
1√
2

справджується нерiвнiсть 𝑑 2𝐹 > 0, тобто точка (𝑥2, 𝑦2) є точкою

мiнiмуму функцiї Лагранжа 𝐹 , а, значить, цi точки є вiдповiдно точками максимуму i мiнiмуму
функцiї 𝑧 = 𝑥+ 𝑦 за умови 𝑥2 + 𝑦2 = 1.

5.11. Розв’язання задач засобами Maple

5.11.1. Частиннi похiднi
П р и к л а д 1. Знайти частиннi похiднi функцiї 𝑧 = 𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑎𝑥𝑦.
Р о з в ’ я з а н н я.
> restart;
> z:=x^3+y^3-3*a*x*y;

𝑧 := −3𝑎𝑥𝑦 + 𝑥3 + 𝑦3

> Diff(z,x)=diff(z,x);

𝜕

𝜕𝑥
(−3𝑎𝑥𝑦 + 𝑥3 + 𝑦3, 𝑥) = −3𝑎𝑦 + 3𝑥2

> Diff(z,y)=diff(z,y);

𝜕

𝜕𝑥
(−3𝑎𝑥𝑦 + 𝑥3 + 𝑦3, 𝑦) = −3𝑎𝑥+ 3𝑦2
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П р и к л а д 2. Знайти частиннi похiднi функцiї 𝑢 = (𝑥+ 2𝑦)𝑧.
Р о з в ’ я з а н н я.
> restart:
> u:=(x+2y)^z;

𝑢 := (𝑥+ 2𝑦)𝑧

> Diff(u,x)=diff(u,x);
𝜕

𝜕𝑥
((𝑥+ 2𝑦)𝑧) =

(𝑥+ 2𝑦)𝑧𝑧

𝑥+ 2𝑦

> Diff(u,y)=diff(u,y);
𝜕

𝜕𝑦
((𝑥+ 2𝑦)𝑧) = 2

(𝑥+ 2𝑦)𝑧𝑧

𝑥+ 2𝑦

П р и к л а д 3. Через точку 𝑀(1; 2; 6) поверхнi 𝑧 = 2𝑥2 + 𝑦2 проведенi площини, паралельнi
координатним площинам 𝑥𝑂𝑧 та 𝑦𝑂𝑧. Визначити, якi кути утворюють з осями координат до-
тичнi, проведенi до отриманих перерiзiв в їх спiльнiй точцi 𝑀 .
Р о з в ’ я з а н н я. Пошлемося на геометричний змiст частинних похiдних (див. с. 58). По-
будуємо лiнiї перетину поверхнi 𝑧 = 2𝑥2 + 𝑦2 i площин 𝑥 = 1 та 𝑦 = 2:
> restart;
> z:=(x,y)->2*x^2+y^2;

𝑧 := (𝑥, 𝑦) ↦→ 2𝑥2 + 𝑦2

> ‘z(1,y)‘:=z(1,y);
‘𝑧(1, 𝑦)‘ := 𝑦2 + 2

> ‘z(x,2)‘:=z(x,2);
‘𝑧(𝑥, 2)‘ := 2𝑥2 + 4

Знайдемо та обчислимо частиннi похiднi функцiї 𝑧 в точцi 𝑀 :
> z_x:=diff(z(x,y),x);subs({x=1,y=2},z_x);

𝑧_𝑥 := 4𝑥

4

> z_y:=diff(z(x,y),y);subs({x=1,y=2},z_y);

𝑧_𝑦 := 2𝑦

4

Рiвняння дотичних, проведених в точцi 𝑀 до кривих 𝑧(1, 𝑦) та 𝑧(𝑥, 2) мають вiдповiдно
вигляд 𝑧 − 6 = 4(𝑦 − 2) i 𝑧 − 6 = 4(𝑥− 1).

Будуємо лiнiї перетину i дотичнi:
> plot([z(1,y),6+4*(y-2)],y=-2..3,z=-3..10,labels=[y,z],title ="Дотична

до перетину поверхнi z площиною x=1");
> plot([z(x,2),6+4*(x-1)],x=-1..1.5,y=-0.5..7,labels=[x,z],title ="Дотична

до перетину поверхнi z площиною y=2");
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Рис. 22 tg𝛼 = ∞, tg𝛽 = 4, tg𝛾 = 1
4 Рис. 23 tg𝛼 = 4, tg𝛽 = ∞, tg𝛾 = 1

4

5.11.2. Повний диференцiал
П р и к л а д 4. Для функцiї 𝑧 = 𝑥2+3𝑥𝑦+𝑦2 обчислити повний прирiст i повний диференцiал.
Р о з в ’ я з а н н я.
Задаємо функцiю 𝑧:
> z:=(x,y)->x^2+3*x*y+y^2;

𝑧 := (𝑥, 𝑦) ↦→ 𝑥2 + 3 · 𝑦 · 𝑥+ 𝑦2

Знаходимо Δ𝑧 повний прирiст функцiї:
> expand(z(x+dx,y+dy)-z(x,y));

𝑑𝑥2 + 3 · 𝑑𝑥 · 𝑑𝑦 + 2𝑑𝑥 · 𝑥+ 3𝑑𝑥 · 𝑦 + 𝑑𝑦2 + 3𝑑𝑦 · 𝑥+ 2𝑑𝑦 · 𝑦

Знаходимо 𝑑𝑧 повний диференцiал функцiї:
> dz:=diff(z(x,y),x)*dx+diff(z(x,y),y)*dy;

𝑑𝑧 := (2𝑥+ 3𝑦)𝑑𝑥+ (3𝑥+ 2𝑦)𝑑𝑦

Знаходимо рiзницю Δ𝑧 − 𝑑𝑧 повного приросту i повного диференцiала функцiї:
> expand(%%-%);

𝑑𝑥2 + 3𝑑𝑥 · 𝑑𝑦 + 𝑑𝑦2

Як бачимо, рiзниця Δ𝑧− 𝑑𝑧 є нескiнченно малою вищого порядку у порiвняннi з нескiнченно
малою 𝜌 =

√︀
𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2.

5.11.3. Похiднi складених функцiй
П р и к л а д 5. Два пароплави, що вийшли одночасно iз пункту 𝐴, рухаються один на пiв-
нiч, а iнший на пiвнiчний схiд. Швидкостi руху пароплавiв: 20 км/год i 40 км/год. З якою
швидкiстю зростає вiдстань мiж ними?
Р о з в ’ я з а н н я. Позначимо через 𝑎 та 𝑏 вiдстанi пароплавiв вiд пункту 𝐴. Вiдстань 𝑠 мiж
пароплавами знайдемо за теоремою косинусiв:

𝑠 =

√︂
𝑎2 + 𝑏2 − 2𝑎𝑏 cos

𝜋

4
.

Вiдстанi 𝑎 i 𝑏 за умовою задачi є функцiями часу. Нехай, наприклад, 𝑎 = 20𝑡, тодi 𝑏 = 40𝑡.
Швидкiсть змiни вiдстанi 𝑠 знайдемо як повну похiдну складеної функцiї.

71



> restart;
> s:=sqrt(a^2+b^2-2*a*b*cos(Pi/4));

𝑠 :=

√︁
𝑎2 + 𝑏2 − 𝑎𝑏

√
2

> s_a:=diff(s,a): s_b:=diff(s,b):
> a:=20*t:b:=40*t:
> s_t:=s_a*diff(a,t)+s_b*diff(b,t):
> assume(t>0);s_t:=simplify(s_t);

𝑠𝑡 := 20

√︁
−2

√
2 + 5

5.11.4. Похiдна у заданому напрямi. Градiєнт
П р и к л а д 6. Знайти похiдну функцiї 𝑢 = 𝑥𝑦+ 𝑦𝑧+ 𝑧𝑥 в точцi 𝑀(1; 2; 3) у напрямi, що йде
вiд цiєї точки до точки 𝑁(5; 5; 15).
Р о з в ’ я з а н н я. Для розв’язання цiєї задачi скористаємося функцiями Gradient i DotProduct
з пакету VectorCalculus:
> restart;
> with(VectorCalculus):
Для зручностi координати точок 𝑀 i 𝑁 подамо як координати векторiв 𝑂𝑀 i 𝑂𝑁 , де 𝑂 —
початок координат:
> OM:=<2,1,3>;ON:=<5,5,15>;

𝑂𝑀 := (2)𝑒𝑥 + (1)𝑒𝑦 + (3)𝑒𝑧

𝑂𝑁 := (5)𝑒𝑥 + (5)𝑒𝑦 + (15)𝑒𝑧

Обчислюємо координати вектора 𝑀𝑁 :
> MN:=ON-OM;

𝑀𝑁 := (3)𝑒𝑥 + (4)𝑒𝑦 + (12)𝑒𝑧

Нормуємо вектор 𝑀𝑁 :
> l:=MN/sqrt(DotProduct(MN,MN));

𝑙 :=

(︂
3

13

)︂
𝑒𝑥 +

(︂
4

13

)︂
𝑒𝑦 +

(︂
12

13

)︂
𝑒𝑧

Задаємо функцiю 𝑢:
> u:=x*y+y*z+x*z;

𝑢 := 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧

Знаходимо її градiєнт i обчислюємо його в точцi 𝑀 :
> Gr:=Gradient(u,[x,y,z]);GrM:=subs({x=2,y=1,z=3},Gr);

𝐺𝑟 := (𝑦 + 𝑧)𝑒𝑥 + (𝑥+ 𝑧)𝑒𝑦 + (𝑥+ 𝑦)𝑒𝑧

𝐺𝑟𝑀 := (4)𝑒𝑥 + (5)𝑒𝑦 + (3)𝑒𝑧

Обчислюємо
𝜕𝑢

𝜕𝑙
в точцi 𝑀 як скалярний добуток (grad𝑢(𝑀), l ):

> PohidnaU_MN:=DotProduct(GrM,l);

𝑃𝑜ℎ𝑖𝑑𝑛𝑎𝑈_𝑀𝑁 :=
68

13
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П р и к л а д 7. Знайти величину найбiльшого пiдйому поверхнi

𝑧 = 𝑥2 + 4𝑦2

в точцi (2; 1; 8).
Р о з в ’ я з а н н я. Похiдна функцiї у заданому напрямi характеризує швидкiсть зростан-
ня функцiї у цьому напрямi. Найбiльшого значення швидкiсть зростання набуває у напрямi
градiєнта функцiї, i це найбiльше значення дорiвнює величинi градiєнта функцiї (див. (5.4.5)).

Рис. 24

Розглянемо геометричний змiст похiдної у заданому напрямi функцiї двох змiнних. Графiком
функцiї 𝑧 = 𝑧(𝑥, 𝑦) є деяка поверхня 𝑆 (рис. 24). Промiнь 𝐿, що виходить з точки 𝑀0, лежить
в площинi 𝑥𝑂𝑦. Коли точка 𝑀 рухається вздовж променя 𝐿 до точки 𝑀0, точка 𝑧(𝑀) на
поверхнi 𝑆 опише деяку криву. Геометричний змiст похiдної у заданому напрямi:

𝜕𝑧(𝑀0)

𝜕𝑙
= tg𝜙,

де 𝜙 — кут мiж дотичною до згаданої кривої в точцi 𝑀0 i горизонтальною прямою 𝐿.
Виходячи з усього сказаного, знаходимо, що величина найбiльшого пiдйому поверхнi 𝑧(𝑥, 𝑦)

в точцi (𝑥0, 𝑦0, 𝑧(𝑥0, 𝑦0)) дорiвнює

tg𝜙 = |grad 𝑧(𝑥0, 𝑦0)|.

Проведемо необхiднi обчислення:
> restart;
> with(VectorCalculus):
Задаємо функцiю 𝑧:
> z:=x^2+4*y^2:
Задаємо координати точки:
> x_0:=2: y_0:=1:
Знаходимо градiєнт функцiї 𝑧:
> grM:=Gradient(z,[x,y]);

𝑔𝑟𝑀 := (2𝑥)𝑒𝑥 + (8𝑦)𝑒𝑦

Обчислюємо величину градiєнта, тобто обчислюємо tg𝜙 в заданiй точцi:
> ‘|grM_0|‘:=evalf(norm(grM_0,2));

|𝑔𝑟𝑀0| := 8.944271908

Знаходимо кут 𝜙 (в радiанах):
> evalf(arctan(‘|grM_0|‘));

1.459455312
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Переводимо кут 𝜙 в градуси;
> convert(1.459455312,degrees);

83.62062976 * 𝑑𝑒𝑔𝑟𝑒𝑒𝑠

Переводимо дробову частину градуса в мiнути:
> 60*0.621;

37.260

Вiдповiдь: tg𝜙 = 8.944271908, 𝜙 ≈ 83∘37′.

5.11.5. Похiднi та диференцiали вищих порядкiв
П р и к л а д 8. Знайти всi частиннi похiднi другого порядку функцiї

𝑢 = 𝑥𝑦 + 𝑦𝑧 + 𝑧𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я.
> restart;
> u:=x*y+y*z+z*x;

𝑢 := 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧

> u_x:=diff(u,x);u_y:=diff(u,y);u_z:=diff(u,z);

𝑢_𝑥 := 𝑦 + 𝑧

𝑢_𝑦 := 𝑥+ 𝑧

𝑢_𝑧 := 𝑥+ 𝑦

> u_xx:=diff(u_x,x);u_xy:=diff(u_x,y);u_xz:=diff(u_x,z);

𝑢_𝑥𝑥 := 0

𝑢_𝑥𝑦 := 1

𝑢_𝑥𝑧 := 1

> u_yx:=diff(u_y,x);u_yy:=diff(u_y,y);u_yz:=diff(u_y,z);

𝑢_𝑦𝑥 := 1

𝑢_𝑦𝑦 := 0

𝑢_𝑦𝑧 := 1

> u_zx:=diff(u_z,x);u_zy:=diff(u_x,z);u_zz:=diff(u_z,z);

𝑢_𝑧𝑥 := 1

𝑢_𝑧𝑦 := 1

𝑢_𝑧𝑧 := 0

П р и к л а д 9. Знайти 𝑑2𝑓(0, 0, 0) якщо

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 + 2𝑦2 + 3𝑧2 − 2𝑥𝑦 + 4𝑥𝑧 + 2𝑦𝑧.

Р о з в ’ я з а н н я.
> f:=(x,y,z)->x^2+2*y^2+3*z^2-2*x*y+4*x*z+2*y*z;

𝑓 := (𝑥, 𝑦, 𝑧) ↦→ 𝑥2 + 2 · 𝑦2 + 3 · 𝑧2 − 2 · 𝑦 · 𝑥+ 4 · 𝑥 · 𝑧 + 2 · 𝑦 · 𝑧
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> f_xx:=diff(f(x,y,z),x$2);f_xy:=diff(diff(f(x,y,z),x),y);
f_xz:=diff(diff(f(x,y,z),x),z);

𝑓_𝑥𝑥 := 2

𝑓_𝑥𝑦 := −2

𝑓_𝑥𝑧 := 4

> f_yy:=diff(f(x,y,z),y$2);f_yz:=diff(diff(f(x,y,z),y),z);

𝑓_𝑦𝑦 := 4

𝑓_𝑦𝑧 := 2

> f_zz:=diff(f(x,y,z),z$2);
𝑓_𝑧𝑧 := 6

> d2f:=f_xx*(dx)^2+f_yy*(dy)^2+f_zz*(dz)^2+2*f_xy*dx*dy+2*f_xz*dx*dz+2*f_yz*dy*dz;

𝑑2𝑓 := 2 · 𝑑𝑥2 − 4 · 𝑑𝑥 · 𝑑𝑦 + 8 · 𝑑𝑥 · 𝑑𝑧 + 4 · 𝑑𝑦2 + 4 · 𝑑𝑦 · 𝑑𝑧 + 6 · 𝑑𝑧2

Вiдповiдь: 𝑑2𝑓(0, 0, 0) = 2𝑑𝑥2 + 4𝑑𝑦2 + 6𝑑𝑧2 − 4𝑑𝑥𝑑𝑦 + 8𝑑𝑥𝑑𝑧 + 4𝑑𝑦𝑑𝑧.

5.11.6. Неявнi функцiї
П р и к л а д 10. Нехай 𝑦 є функцiєю 𝑥, яка визначається рiвнянням

𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1.

Знайти
𝑑𝑦

𝑑𝑥
,
𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
,
𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
.

Р о з в ’ я з а н н я.
> restart;
> f:=x^2/a^2+y^2/b^2-1;

𝑓 :=
𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
− 1

> y_x:=-diff(f,x)/diff(f,y);

𝑦_𝑥 := −𝑥𝑏2

𝑎2𝑦

> y_xx:=diff(y_x,x)+diff(y_x,y)*y_x;y_xx:=simplify(y_xx);

𝑦_𝑥𝑥 := − 𝑏2

𝑎2𝑦
− 𝑥2𝑏4

𝑎4𝑦3

𝑦_𝑥𝑥 := −𝑏2(𝑎2𝑦2 + 𝑏2𝑥2)

𝑎4𝑦3

Неважко бачити,що

(𝑎2𝑦2 + 𝑏2𝑥2) =
(𝑎2𝑦2 + 𝑏2𝑥2)

𝑎2𝑏2
· (𝑎2𝑏2) =

(︂
𝑦2

𝑏2
+

𝑥2

𝑎2

)︂
𝑎2𝑏2 = 𝑎2𝑏2.

> y_xx:=subs(a^2*y^2+b^2*x^2=a^2*b^2,y_xx);

𝑦_𝑥𝑥 := − 𝑏4

𝑎2𝑦3
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> y_xxx:=diff(y_xx,x)+diff(y_xx,y)*y_x;

𝑦_𝑥𝑥𝑥 := −3𝑏6𝑥

𝑎4𝑦5

Вiдповiдь:
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= − 𝑏2𝑥

𝑎2𝑦
,

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= − 𝑏4

𝑎2𝑦3
,

𝑑3𝑦

𝑑𝑥3
= −3𝑏6𝑥

𝑎4𝑦5
.

П р и к л а д 11. Функцiя 𝑧 змiнних 𝑥 та 𝑦 задана рiвнянням

𝑥3 + 2𝑦3 + 𝑧3 − 3𝑥𝑦𝑧 − 2𝑦 + 3 = 0.

Знайти
𝜕𝑧

𝜕𝑥
i
𝜕𝑧

𝜕𝑦
.

Р о з в ’ я з а н н я. Якщо рiвняння 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, де 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) — диференцiйовна функцiя
змiнних 𝑥, 𝑦 i 𝑧, визначає 𝑧 як функцiю незалежних змiнних 𝑥 та 𝑦 i 𝐹 ′

𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧) ̸= 0, то частиннi
похiднi цiєї неявно заданої функцiї можна знайти за формулами:

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= −𝐹 ′

𝑥(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝐹 ′
𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)

,
𝜕𝑧

𝜕𝑦
= −

𝐹 ′
𝑦(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝐹 ′
𝑧(𝑥, 𝑦, 𝑧)

.

> restart;
> F:=x^3+2*y^3+z^3-3*x*y*z-2*y+3;

𝐹 := 𝑥3 − 3𝑥𝑦𝑧 + 2𝑦3 + 𝑧3 − 2𝑦 + 3

> z_x:=-diff(F,x)/diff(F,z);z_x:=simplify(z_x);

𝑧_𝑥 := − 3𝑥2 − 3𝑦𝑧

−3𝑥𝑦 + 3𝑧2

𝑧_𝑥 :=
𝑥2 − 𝑦𝑧

𝑥𝑦 − 𝑧2

> z_y:=-diff(F,y)/diff(F,z);z_y:=simplify(z_y);

𝑧_𝑦 := −−3𝑥𝑧 + 6𝑦2 − 2

−3𝑥𝑦 + 3𝑧2

𝑧_𝑦 :=
−3𝑥𝑧 + 6𝑦2 − 2

3𝑥𝑦 − 3𝑧2

Вiдповiдь:
𝜕𝑧

𝜕𝑥
=

𝑥2 − 𝑦𝑧

𝑥𝑦 − 𝑧2
,

𝜕𝑧

𝜕𝑦
=

6𝑦2 − 3𝑥𝑧 − 2

3(𝑥𝑦 − 𝑧2)
.

5.11.7. Дотична площина i нормаль до поверхнi
П р и к л а д 12. Написати рiвняння дотичної площини i рiвняння нормалi до параболоїда
обертання 𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2 в точцi (1;−2; 5).
Р о з в ’ я з а н н я. Рiвняння дотичної площини i рiвняння нормалi знаходимо за формулами
(5.5.6) i (5.5.7).
> restart;
> with(VectorCalculus):
> u:=x^2+y^2-z;

𝑢 := 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑧

> Grad_u:=Gradient(u,[x,y,z]);

𝐺𝑟𝑎𝑑_𝑢 := (2𝑥)𝑒𝑥 + (2𝑦)𝑒𝑦 + (−1)𝑒𝑧

76



> Grad_u_M0:=subs({x=1,y=-2,z=5},Grad_u);

𝐺𝑟𝑎𝑑_𝑢_𝑀0 := (2)𝑒𝑥 + (−4)𝑒𝑦 + (−1)𝑒𝑧

> DotProduct(Grad_u_M0,<x-1,y+2,z-5>)=0;

2𝑥− 5− 4𝑦 − 𝑧 = 0

Вiдповiдь: дотична площина 2𝑥− 4𝑦 − 𝑧 − 5 = 0, нормаль до поверхнi
𝑥− 1

2
=

𝑦 + 2

−4
=

𝑧 − 5

−1
.

П р и к л а д 13. До поверхнi 𝑥2 + 2𝑦2 + 3𝑧2 = 21 провести дотичнi площини, паралельнi
площинi 𝑥+ 4𝑦 + 6𝑧 = 0.
Р о з в ’ я з а н н я. Введемо до розгляду функцiю 𝑢 = 𝑥2+2𝑦2+3𝑧2. Тодi задана поверхня —
це поверхня рiвня 𝑢 = 21. Дотична площина, проведена до гладкої поверхнi в її точцi 𝑀0 має
нормаль, колiнеарну вектору grad𝑢(𝑀0). Знайдемо градiєнт функцiї 𝑢, визначимо точки на
поверхнi, в яких grad𝑢(𝑀0)||N = (1; 4; 6), i складемо рiвняння дотичних площин 1 · (𝑥− 𝑥0)+
+ 4 · (𝑦 − 𝑦0) + 6 · (𝑧 − 𝑧0) = 0.
> restart;
> with(VectorCalculus):
> u:=x^2+2*y^2+3*z^2;

𝑢 := 𝑥2 + 2𝑦2 + 3𝑧2

> Gr:=Gradient(u,[x,y,z]);

𝐺𝑟 := (2𝑥)𝑒𝑥 + (4𝑦)𝑒𝑦 + (6𝑧)𝑒𝑧

> ON:=<1,4,6>;;
𝑂𝑁 := (1)𝑒𝑥 + (4)𝑒𝑦 + (6)𝑒𝑧

Запишемо умову паралельностi векторiв grad𝑢(𝑀) i 𝑂𝑁 :
> eq1:=Gr[1]/ON[1]=t: eq2:=Gr[2]/ON[2]=t: eq3:=Gr[3]/ON[3]=t:
> M:=solve({eq1,eq2,eq3},{x,y,z});

𝑀 :=

{︂
𝑥 =

𝑡

2
, 𝑦 = 𝑡, 𝑧 = 𝑡

}︂
> subs(M,u=21);

21𝑡2

4
= 21

> solve(%,t);;
2, −2

> M1:=subs(t=2,M);
𝑀1 := {𝑥 = 1, 𝑦 = 2, 𝑧 = 2}

> P:=<x,y,z>:P1:=<1,2,2>:
> DotProduct(P-P1,ON)=0;

𝑥− 21 + 4𝑦 + 6𝑧 = 0

> P2:=-P1:DotProduct(P-P2,ON)=0;

𝑥+ 21 + 4𝑦 + 6𝑧 = 0

Вiдповiдь: 𝑥+ 4𝑦 + 6𝑧 = ±21.
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5.11.8. Формула Тейлора
П р и к л а д 14. Функцiю 𝑓(𝑥, 𝑦) = −𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 3𝑦2 − 6𝑥 − 2𝑦 − 4 розкласти за формулою
Тейлора в околi точки (−2; 1).
Р о з в ’ я з а н н я.
> restart;
Задаємо функцiю 𝑓 :
> f:=-x^2+2*x*y+3*y^2-6*x-2*y-4;

𝑓 := −𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 3𝑦2 − 6𝑥− 2𝑦 − 4

Задаємо точку (𝑥0, 𝑦0) i визначаємо прирости 𝑑𝑥 i 𝑑𝑦:
> x0:=-2: y0:=1:dx:=x-x0:dy:=y-y0:
Обчислюємо значення функцiї 𝑓 в точцi (𝑥0, 𝑦0):
> f0:=subs({x=x0,y=y0},f);

𝑓0 := 1

Знаходимо частиннi похiднi:
> f_x:=diff(f,x);f_y:=diff(f,y);

𝑓_𝑥 := −2𝑥+ 2𝑦 − 6

𝑓_𝑦 := 2𝑥+ 6𝑦 − 2

Обчислюємо частиннi похiднi в точцi (𝑥0, 𝑦0):
> f_x0:=subs({x=x0,y=y0},f_x);

𝑓_𝑥0 := 0

> f_y0:=subs({x=x0,y=y0},f_y);
𝑓_𝑦0 := 0

Знаходимо повний диференцiал 𝑑𝑓 :
> df:=f_x0*dx+f_y0*dy;

𝑑𝑓 := 0

Знаходимо частиннi похiднi другого порядку i обчислюємо їх в точцi (𝑥0, 𝑦0):
> f_xx:=diff(f_x,x);f_xy:=diff(f_x,y);f_yy:=diff(f_y,y);

𝑓_𝑥𝑥 := −2

𝑓_𝑥𝑦 := 2

𝑓_𝑦𝑦 := 6

> f_xx0:=subs({x=x0,y=y0},f_xx);f_xy0:=subs({x=x0,y=y0},f_xy);
f_yy0:=subs({x=x0,y=y0},f_yy);

𝑓_𝑥𝑥0 := −2

𝑓_𝑥𝑦0 := 2

𝑓_𝑦𝑦0 := 6

Знаходимо диференцiал другого порядку 𝑑2𝑓(𝑥0, 𝑦0):
> d2f:=f_xx0*dx^2+2*f_xy0*dx*dy+f_yy0*dy^2;

𝑑2𝑓 := −2(𝑥+ 2)2 + (4𝑥+ 8)(𝑦 − 1) + 6(𝑦 − 1)2

Записуємо формулу Тейлора:
> fT:=f0+df+1/2!*d2f;

𝑓𝑇 := 1− (𝑥+ 2)2 +
(4𝑥+ 8)(𝑦 − 1)

2
+ 3(𝑦 − 1)2
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Переконуємося, що всi дiї виконано правильно:
> fTr:=expand(fT);

𝑓𝑇𝑟 := −𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 3𝑦2 − 6𝑥− 2𝑦 − 4

> is(f=fTr);
𝑡𝑟𝑢𝑒

Вiдповiдь: 𝑓(𝑥, 𝑦) = 1− (𝑥+ 2)2 + 2(𝑥+ 2)(𝑦 − 1) + 3(𝑦 − 1)2.

П р и к л а д 15. Використовуючи формулу Тейлора до членiв 2-го порядку, обчислити на-
ближено 0, 952,01.
Р о з в ’ я з а н н я. Заданий числовий вираз можна розглядати як значення функцiї 𝑧 = 𝑥𝑦

в точцi 𝑥 = 0, 95, 𝑦 = 2, 01. За умовою задачi необхiдно наближено обчислити значення 𝑓(𝑥, 𝑦)
за формулою

𝑓(𝑥, 𝑦) ≈ 𝑓(𝑥0, 𝑦0) + 𝑑𝑓(𝑥0, 𝑦0) +
1

2!
𝑑2𝑓(𝑥0, 𝑦0).

> restart; > f:=x^y;
𝑓 := 𝑥𝑦

> f_x:=diff(f,x);f_y:=diff(f,y);

𝑓_𝑥 :=
𝑥𝑦𝑦

𝑥

𝑓_𝑦 := 𝑥𝑦 ln(𝑥)

> f_xx:=diff(f_x,x);f_xy:=diff(f_x,y);f_yy:=diff(f_y,y);;

𝑓_𝑥𝑥 :=
𝑥𝑦𝑦2

𝑥2
− 𝑥𝑦𝑦

𝑥2

𝑓_𝑥𝑦 :=
𝑥𝑦 ln(𝑥)𝑦

𝑥
+

𝑥𝑦

𝑥

𝑓_𝑦𝑦 := 𝑥𝑦 ln(𝑥)2

> x0:=1: y0:=2: x1:=0.95: y1:=2.01: > dx:=x1-x0;dy:=y1-y0;

𝑑𝑥 := −0.05

𝑑𝑦 := 0.01

> f0:=subs({x=x0,y=y0},f);
𝑓0 := 1

> f_x0:=subs({x=x0,y=y0},f_x);
𝑓_𝑥0 := 2

> f_y0:=eval(subs({x=x0,y=y0},f_y));

𝑓_𝑦0 := 0

> f_xx0:=subs({x=x0,y=y0},f_xx);
𝑓_𝑥𝑥0 := 2

> f_xy0:=eval(subs({x=x0,y=y0},f_xy));

𝑓_𝑥𝑦0 := 1

> f_yy0:=eval(subs({x=x0,y=y0},f_yy));

𝑓_𝑦𝑦0 := 0

> f1:=f0+(f_x0*dx+f_y0*dy)+1/2!*(f_xx0*dx^2+2*f_xy0*dx*dy+f_yy0*dy^2);

𝑓1 := 0.9020000000

Вiдповiдь: 0, 952,01 ≈ 0, 902.
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5.11.9. Екстремуми функцiї кiлькох змiнних
П р и к л а д 16. Знайти екстремуми функцiї 𝑧 = 𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑥𝑦.
Р о з в ’ я з а н н я.
> restart;
Вводимо функцiю: > z:=x^3+y^3-3*x*y;

𝑧 := 𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑥𝑦

Знаходимо її частиннi похiднi:
> z_x:=diff(z,x);

𝑧_𝑥 := 3𝑥2 − 3𝑦

> z_y:=diff(z,y);
𝑧_𝑦 := 3𝑦2 − 3𝑥

Прирiвнюємо частиннi похiднi до нуля, знаходимо стацiонарнi точки:
> Stacpoint:=solve({z_x=0,z_y=0});

𝑆𝑡𝑎𝑐𝑝𝑜𝑖𝑛𝑡 := {𝑥 = 0, 𝑦 = 0}, {𝑥 = 1, 𝑦 = 1}, {𝑥 = −𝑅𝑜𝑜𝑡𝑂𝑓(2𝑍+𝑍 + 1)− 1, 𝑦 = 𝑅𝑜𝑜𝑡𝑂𝑓(2𝑍+𝑍 + 1)}

Стацiонарних точок виявилося двi: (0; 0) i (1; 1), Третiй комплекснозначний розв’язок системи
нас не цiкавить.

Знаходимо другi похiднi:
> z_xx:=diff(z_x,x);z_xy:=diff(z_x,y);z_yy:=diff(z_y,y);;

𝑧_𝑥𝑥 := 6𝑥

𝑧_𝑥𝑦 := −3

𝑧_𝑦𝑦 := 6𝑦

Для перевiрки достатнiх умов екстремуму знаходимо вираз 𝑧′′𝑥𝑥 · 𝑧′′𝑦𝑦 − 𝑧′′𝑥𝑦
2:

> DostUm:=z_xx*z_yy-z_xy^2;
𝐷𝑜𝑠𝑡𝑈𝑚 := 36𝑥𝑦 − 9

Перевiряємо достатнi умови в точцi (0; 0):
> subs({x=0,y=0},DostUm);

−9

Як бачимо, 𝐴𝐶 −𝐵2 = −9 < 0. Екстремуму в точцi (0; 0) немає.
Перевiряємо достатнi умови екстремуму в точцi (1; 1):

> subs({x=1,y=1},DostUm);
27

Оскiльки 𝐴𝐶 −𝐵2 = 27 > 0 i 𝐴 > 0, то в цiй точцi функцiя 𝑧 має мiнiмум.
Обчислюємо 𝑧(1; 1):

> subs({x=1,y=1},z);
−1

Вiдповiдь: в точцi (0; 0) екстремуму немає, в точцi (1; 1) — мiнiмум, 𝑧𝑚𝑖𝑛 = −1.

5.11.10. Умовний екстремум
П р и к л а д 17. Знайти умовнi екстремуми функцiї 𝑢 = 𝑥− 2𝑦 + 2𝑧 при 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 9.
Р о з в ’ я з а н н я. Будуємо функцiю Лагранжа 𝐹 = 𝑢+𝜆𝜙. Обмеження зводимо до вигляду
𝜙(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0.
> restart;
> F:=u+lambda*(x^2+y^2+z^2-9);

𝐹 := 𝑥− 2 + 2𝑧 + 𝜆(𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 9)
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Знаходимо стацiонарнi точки функцiї 𝐹 :
> F_x:=diff(F,x);

𝐹_𝑥 := 2𝜆𝑥+ 1

> F_y:=diff(F,y);
𝐹_𝑦 := 2𝜆𝑦 − 2

> F_z:=diff(F,z);
𝐹_𝑧 := 2𝜆𝑧 + 2

> F_lambda:=diff(F,\lambda);

𝐹_𝑙𝑎𝑚𝑏𝑑𝑎 := 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 − 9

> solve({F_x=0,F_y=0,F_z=0,F_lambda=0});{︂
𝜆 =

1

2
, 𝑥 = −1, 𝑦 = 2, 𝑧 = −2

}︂
,

{︂
𝜆 = −1

2
, 𝑥 = 1, 𝑦 = −2, 𝑧 = 2

}︂
Як бачимо, стацiонарних точок виявилося двi. Далi розпоряджаємося змiнною 𝜆 як констан-
тою. Будуємо диференцiал другого порядку функцiї 𝐹 як функцiї змiнних 𝑥, 𝑦 i 𝑧.
> F_xx:=diff(F_x,x);F_xy:=diff(F_x,y); F_xz:=diff(F_x,z);;

𝐹_𝑥𝑥 := 2𝜆

𝐹_𝑥𝑦 := 0

𝐹_𝑥𝑧 := 0

> F_yy:=diff(F_y,y); F_yz:=diff(F_y,z);

𝐹_𝑦𝑦 := 2𝜆

𝐹_𝑦𝑧 := 0

> F_zz:=diff(F_z,z);
𝐹_𝑧𝑧 := 2𝜆

> d2F:=F_xx*dx^2+F_yy*dy^2+F_zz*dz^2+2*F_xy*dx*dy+2*F_xz*dx*dz+2*F_yz*dy*dz;

𝑑2𝐹 := 2𝑑𝑥2𝜆+ 2𝑑𝑦2𝜆+ 2𝑑𝑧2𝜆

Виявилося, що в даному прикладi знак диференцiала 𝑑2𝐹 в стацiонарних точках визначається
знаком 𝜆, i потреба в урахуваннi зв’язку 𝑑𝜙 = 𝜙′

𝑥𝑑𝑥+ 𝜙′
𝑦𝑑𝑦 + 𝜙′

𝑧𝑑𝑧 = 0 вiдпадає.
Знаходимо, що в точцi 𝜆 = 1/2, 𝑥 = −1, 𝑦 = 2, 𝑧 = −2 функцiя має умовний мiнiмум, а в точцi
𝜆 = −1/2, 𝑥 = 1, 𝑦 = −2, 𝑧 = 2 — умовний максимум:
> subs({lambda = 1/2, x = -1, y = 2, z = -2},F);

−9

> subs({lambda = -1/2, x = 1, y = -2, z = 2},F);

9

Вiдповiдь: 𝑢𝑚𝑖𝑛 = −9 при 𝑥 = −1, 𝑦 = 2, 𝑧 = −2; 𝑢𝑚𝑎𝑥 = 9 при 𝑥 = 1, 𝑦 = −2, 𝑧 = 2.

81



Тема 6

Подвiйнi iнтеграли

6.1. Поняття подвiйного iнтеграла
Нехай в областi 𝐷 ⊂ R2 визначена функцiя 𝑓(𝑥, 𝑦). Розiб’ємо область 𝐷 довiльним

чином деякими лiнiями на частини 𝑆𝑘, якi назвемо елементарними, так, що

𝑛⋃︁
𝑘=1

𝑆𝑘 = 𝐷, 𝑆𝑖

⋂︁
𝑆𝑗 = ∅, 𝑖 ̸= 𝑗.

Позначимо площу елементарної частини 𝑆𝑘 через ∆𝑆𝑘. У кожнiй елементарнiй частинi

𝑆𝑘 виберемо довiльну точку 𝑀𝑘 i утворимо суму
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑓(𝑀𝑘)∆𝑆𝑘. Нехай

𝜆 = max
𝑘

diam𝑆𝑘.

Означення 35. Якщо iснує границя

Рис. 25

lim
𝜆→0

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑓(𝑀𝑘)∆𝑆𝑘,

i вона не залежить нi вiд способу розбивки областi 𝐷 на ча-
стини, нi вiд вибору точок 𝑀𝑖, то її називають п о д в i й -
н и м i н т е г р а л о м вiд функцiї 𝑓(𝑥, 𝑦) по областi 𝐷 i

позначають символом ∫︁∫︁
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Подвiйний iнтеграл iснує, якщо функцiя 𝑓 є неперервною в 𝐷 або має в 𝐷 скiнченнi
розриви вздовж скiнченного числа кривих нульової площi1.

Г е о м е т р и ч н и й з м i с т п о д в i й н о г о i н т е г р а л а.
Подвiйний iнтеграл по областi 𝐷 вiд невiд’ємної функцiї 𝑓(𝑥, 𝑦) дорiвнює об’єму

тiла, обмеженого знизу площиною 𝑥𝑂𝑦, зверху — поверхнею 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦) i цилiндричною
поверхнею, твiрнi якої паралельнi осi 𝑂𝑧 i проходять через межу областi 𝐷 (рис. 26 ).

1Криву називають кривою нульової площi, якщо її можна помiстити у багатокутник наскiльки
завгодно малої площi.
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Рис. 26

6.2. Властивостi подвiйного iнтеграла
Iз побудови подвiйного iнтеграла випливають такi основнi його властивостi:

1∘.
∫︁∫︁
𝐷

𝑘𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑘

∫︁∫︁
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, 𝑘 = const.

2∘.
∫︁∫︁
𝐷

(𝑓(𝑥, 𝑦) ± 𝑔(𝑥, 𝑦)) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 ±
∫︁∫︁
𝐷

𝑔(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

3∘. Якщо 𝐷 = 𝐷1

⋃︀
𝐷2 i областi 𝐷1 i 𝐷2 не мають спiльних внутрiшнiх точок, то∫︁∫︁

𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷1

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫︁∫︁
𝐷2

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦.

Тут припускається, що всi вказанi iнтеграли iснують.

6.3. Обчислення подвiйного iнтеграла
Нехай проекцiя областi 𝐷 площини 𝑥𝑂𝑦 на вiсь 𝑂𝑥 являє собою вiдрiзок [𝑎, 𝑏], тобто

область 𝐷 розташована мiж прямими 𝑥 = 𝑎 та 𝑥 = 𝑏 i ї ї межа має з цими прямими
спiльнi точки.

Область 𝐷 називають правильною вiдносно осi 𝑂𝑦, якщо пряма, паралельна осi 𝑂𝑦,
за винятком, можливо, прямих 𝑥 = 𝑎 та 𝑥 = 𝑏, перетинає межу областi 𝐷 не бiльш нiж
в двох точках (рис. 27 ).

Рис. 27
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Нехай правильна вiдносно осi 𝑂𝑦 область 𝐷 обмежена зверху графiком функцiї
𝑦 = 𝑦2(𝑥), знизу — графiком функцiї 𝑦 = 𝑦1(𝑥), з бокiв — прямими 𝑥 = 𝑎 i 𝑥 = 𝑏 (рис.
27). Тодi ∫︁∫︁

𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑥𝑦 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑑𝑥

𝑦2(𝑥)∫︁
𝑦1(𝑥)

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦. (6.3.1)

Вираз у правiй частинi рiвностi (6.3.1) називають повторним iнтегралом. Його обчи-
слюють так: спочатку обчислюють внутрiшнiй iнтеграл, розпоряджаючись при цьому
змiнною 𝑥 як сталою, потiм обчислюють зовнiшнiй iнтеграл

𝑏∫︁
𝑎

𝑑𝑥

𝑦2(𝑥)∫︁
𝑦1(𝑥)

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 =

𝑏∫︁
𝑎

𝐹 (𝑥, 𝑦)
⃒⃒⃒𝑦2(𝑥)
𝑦1(𝑥)

𝑑𝑥.

Аналогiчно вводиться поняття областi, правильної вiдносно осi 𝑂𝑥 (рис. 28).

Рис. 28

Для областi, правильної вiдносно осi 𝑂𝑥, маємо:

∫︁∫︁
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑥𝑦 =

𝑑∫︁
𝑐

𝑑𝑦

𝑥2(𝑦)∫︁
𝑥1(𝑦)

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥. (6.3.2)

Якщо область не є правильною вiдносно обох осей, то її розбивають на кiлька пiдо-
бластей, правильних вiдносно тiєї чи iншої осi (рис. 29).

Рис. 29

П р и к л а д 1. Обчислити
∫︁∫︁
𝐷

𝑥𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦, де 𝐷 — область, обмежена лiнiями

𝑦 = 𝑥, 𝑦 = 0, 𝑥 = 1.
Р о з в ’ я з а н н я. Область iнтегрування зображена на рис. 30.
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Рис. 30

Як бачимо, область 𝐷 обмежена зверху лiнiєю 𝑦 = 𝑥, знизу — вiссю 𝑂𝑥,
з правого боку — прямою 𝑥 = 1. Розставляємо межi iнтегрування:

∫︁∫︁
𝐷

𝑥𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1∫︁
0

𝑑𝑥

𝑥∫︁
0

𝑥𝑦 𝑑𝑦.

Обчислюємо повторний iнтеграл

1∫︁
0

𝑑𝑥

𝑥∫︁
0

𝑥𝑦 𝑑𝑦 =

1∫︁
0

𝑥
𝑦2

2

⃒⃒⃒𝑥
0
𝑑𝑥 =

1∫︁
0

𝑥3

2
𝑑𝑥 =

𝑥4

8

⃒⃒⃒1
0
=

1

8
.

П р и к л а д 2. Обчислити
∫︁∫︁
𝐷

(𝑥 + 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦, де 𝐷 — область, обмежена лiнiями

𝑦 = 𝑥, 𝑥+ 3𝑦 = 4 та вiссю 𝑂𝑥.
Р о з в ’ я з а н н я. У даному прикладi верхня межа областi 𝐷 складається

з двох прямих: 𝑦 = 𝑥, 0 6 𝑥 6 1 i 𝑦 =
4− 𝑥

3
, 1 6 𝑥 6 3. Нижня межа областi — пряма

𝑦 = 0.
Подамо область 𝐷 у виглядi об’єднання областi 𝐷1, обмеженої прямими 𝑦 = 𝑥, 𝑦 = 0, 𝑥 = 1,

i областi 𝐷2, обмеженої прямими 𝑥+ 3𝑦 = 4, 𝑦 = 0 та 𝑥 = 1 (рис. 31 ).

Рис. 31

Оскiльки областi 𝐷1 i 𝐷2 не перетинаються, то

∫︁∫︁
𝐷

(𝑥+ 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷1

(𝑥+ 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 +

∫︁∫︁
𝐷2

(𝑥+ 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1∫︁
0

𝑑𝑥

𝑥∫︁
0

(𝑥+ 𝑦)𝑑𝑦+

+

4∫︁
1

𝑑𝑥

4−𝑥
3∫︁

0

(𝑥+ 𝑦)𝑑𝑦 =

1∫︁
0

(︂
𝑥𝑦 +

𝑦2

2

)︂ ⃒⃒⃒𝑥
0
𝑑𝑥+

4∫︁
1

(︂
𝑥𝑦 +

𝑦2

2

)︂ ⃒⃒⃒ 4−𝑥
3

0
𝑑𝑥 =

=

1∫︁
0

3𝑥2

2
𝑑𝑥+

4∫︁
1

(︂
𝑥
4− 𝑥

3
+

(4− 𝑥)2

18

)︂
𝑑𝑥 =

1

2
+

7

2
= 4.

З а у в а же н н я. Заданий iнтеграл можна обчислити в iнший спосiб. Змiнимо порядок iнтегру-
вання. Проекцiя областi 𝐷 на вiсь 𝑂𝑦 являє собою вiдрiзок
0 6 𝑦 6 1. При кожному фiксованому 𝑦 ∈ [0; 1] 𝑥 змiнюється в межах вiд 𝑥 = 𝑦 до 𝑥 = 4− 3𝑦,
тобто ∫︁∫︁

𝐷

(𝑥+ 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1∫︁
0

𝑑𝑦

4−3𝑦∫︁
𝑦

(𝑥+ 𝑦)𝑑𝑥.

Провести обчислення отриманого повторного iнтеграла i переконатись, що вiн дорiвнює 4,
пропонуємо самостiйно.
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6.4. Подвiйний iнтеграл у полярних координатах
Нехай область 𝐷 обмежена променями 𝜙 = 𝜙1, 𝜙 = 𝜙2 i кривою 𝜌 = 𝜌(𝜙) (рис. 32).

Рис. 32

Розiб’ємо область 𝐷 на частини променями, що виходять iз початку координат, та
системою концентричних кiл iз центрами на початку координат (на рис. 32показано два
променi 𝜙 i 𝜙+ ∆𝜙 та дуги двох кiл iз радiусами 𝜌 i 𝜌+ ∆𝜌). Площа ∆𝑆 отриманої при
цьому елементарної частини областi дорiвнює

∆𝑆 = (𝜌 + ∆𝜌)2
∆𝜙

2
− 𝜌2

∆𝜙

2
.

Нехтуючи нескiнченно малою величиною (∆𝜌)2
∆𝜙

2
, знаходимо, що з точнiстю до

нескiнченно малих другого порядку

∆𝑆 = 𝜌∆𝜌∆𝜙.

При переходi вiд декартової до полярної системи координат у подвiйному iнтегралi
треба покласти 𝑥 = 𝜌 cos𝜙, 𝑦 = 𝜌 sin𝜙, а вираз ∆𝑆 = 𝑑𝑥𝑑𝑦 треба замiнити виразом
∆𝑆 = 𝜌 𝑑𝜌 𝑑𝜙: ∫︁∫︁

𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
Δ

𝑓(𝜌 cos𝜙, 𝜌 sin𝜙) 𝜌 𝑑𝜌 𝑑𝜙. (6.4.3)

У полярнiй системi координат у повторному iнтегралi зовнiшнє iнтегрування проводять
за змiнною 𝜙. Для областi, що має вигляд, зображений на рис. 32, межi у повторному
iнтегралi розставляють так:∫︁∫︁

Δ

𝑓(𝜌 cos𝜙, 𝜌 sin𝜙) 𝜌 𝑑𝜌 𝑑𝜙 =

𝜙2∫︁
𝜙1

𝑑𝜙

𝜌(𝜙)∫︁
0

𝑓(𝜌 cos𝜙, 𝜌 sin𝜙) 𝜌 𝑑𝜌.

П р и к л а д 1. Обчислити iнтеграл
∫︁∫︁
𝐷

(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦, якщо область 𝐷 обмежена кривою

𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑥.
Р о з в ’ я з а н н я. Область iнтегрування являє собою круг радiуса 1 iз центром у точцi
(1, 0) (рис. 33).

Рис. 33
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Перейдемо до полярної системи координат, покладемо 𝑥 = 𝜌 cos𝜙, 𝑦 = 𝜌 sin𝜙. Тодi рiвняння
межi областi набуває вигляду

𝜌 = 2 cos𝜙, 𝜙 ∈
[︁
−𝜋

2
,
𝜋

2

]︁
.

Обчислимо заданий iнтеграл:∫︁∫︁
𝐷

(𝑥2 + 𝑦2) 𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
Δ

𝜌2 𝜌 𝑑𝜌 𝑑𝜙 =

=

𝜋
2∫︁

−𝜋
2

𝑑𝜙

2 cos𝜙∫︁
0

𝜌3𝑑𝜌 =
1

4

𝜋
2∫︁

−𝜋
2

𝜌4
⃒⃒⃒2 cos𝜙
0

𝑑𝜙 =
16

4

𝜋
2∫︁

−𝜋
2

cos4 𝜙𝑑𝜙 =
3𝜋

2
.

6.5. Замiна змiнних у подвiйному iнтегралi
Нехай функцiя 𝑓(𝑥, 𝑦) визначена i неперервна у деякiй замкненiй обмеженiй областi

𝐷. Тодi для функцiї 𝑓(𝑥, 𝑦) iснує подвiйний iнтеграл∫︁∫︁
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥𝑑𝑦. (6.5.4)

Замiну змiнних в iнтегралi (6.5.4) проводять, задаючи пару функцiй{︂
𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑦),
𝑣 = 𝑣(𝑥, 𝑦).

(6.5.5)

Функцiї (6.5.5) задають вiдображення областi 𝐷 координатної площини 𝑥𝑂𝑦 у деяку
область ∆ координатної площини 𝑢𝑂𝑣. Цi функцiї вибирають так, щоб вiдображення
областi 𝐷 у область ∆ було взаємно однозначним, а область ∆ мала простий вигляд.

Далi iз системи (6.5.5) знаходять 𝑥 та 𝑦, тобто будують вiдображення, обернене до
вiдображення (6.5.5): {︂

𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣),
𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣).

(6.5.6)

Якщо область ∆ розбити на частини координатними прямими
𝑢 = const i 𝑣 = const, то область 𝐷 буде розбито на частини лiнiями (рис. 34){︂

𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑐),
𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑐)

та
{︂

𝑥 = 𝑥(𝑐, 𝑣),
𝑦 = 𝑦(𝑐, 𝑣).

Рис. 34

87



При такiй розбивцi областей 𝐷 i ∆ на частини має мiсце iз точнiстю до нескiнченно
малих другого порядку такий зв’язок мiж площами елементарних частин 2:

𝑑𝑥𝑑𝑦 = |𝐽(𝑢, 𝑣)| 𝑑𝑢𝑑𝑣,

де 𝑑𝑥𝑑𝑦 — площа елементарної частини областi 𝐷, 𝑑𝑢𝑑𝑣 — площа елементарної частини
областi ∆, 𝐽(𝑢, 𝑣) — визначник Якобi, або якобiан,

𝐽(𝑢, 𝑣) =
𝐷(𝑥, 𝑦)

𝐷(𝑢, 𝑣)
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ . (6.5.7)

Твердження 6.5. 1. Якщо функцiя 𝑓(𝑥, 𝑦) неперервна в замкненiй обмеженiй обла-
стi 𝐷, а функцiї (6.5.6) мають неперервнi частиннi похiднi i вiдмiнний вiд нуля якобiан
(6.5.7), i при цьому область 𝐷 вiдображається у замкнену обмежену область ∆, то
справджується формула замiни змiнних:∫︁∫︁

𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
Δ

𝑓(𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣)) |𝐽(𝑢, 𝑣)| 𝑑𝑢𝑑𝑣. (6.5.8)

З а у в а ж е н н я: формула (6.5.8) замiни змiнної у подвiйному iнтегралi залишається
справедливою i для випадкiв, коли в областi 𝐷 якобiан (6.5.7) обертається на нуль
в iзольованих точках або вздовж окремих кривих нульової площi, а пiдiнтегральна
функцiя має розриви.
П р и к л а д 1. Обчислити iнтеграл

∫︁∫︁
𝐷

(3𝑥 + 2𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦, де область 𝐷 обмежена прямими

2𝑥− 𝑦 = 1, 2𝑥− 𝑦 = 8, 𝑥+ 3𝑦 = 4 i 𝑥+ 3𝑦 = 11.
Р о з в ’ я з а н н я. Безпосереднє обчислення цього iнтеграла є досить громiздким, для зве-
дення його до повторного iнтеграла область доведеться розбити на три частини (рис. 35) i
обчислювати iнтеграл по кожнiй iз них.

Рис. 35

Проте, неважко бачити, що замiна

𝑢 = 2𝑥− 𝑦, 𝑣 = 𝑥+ 3𝑦 (6.5.9)

значно спрощує область iнтегрування: прямi 2𝑥− 𝑦 = 1 i 2𝑥− 𝑦 = 8 у системi координат 𝑥𝑂𝑦
переходять у прямi 𝑢 = 1 i 𝑢 = 8 у системi координат 𝑢𝑂𝑣, а прямi 𝑥+3𝑦 = 4 i 𝑥+3𝑦 = 11 — у
прямi 𝑣 = 4 i 𝑣 = 11. При цьому паралелограм 𝐷 вiдображується у прямокутник Δ (рис. 35).

2Див. [?], с. 274 - 287.
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Вiдображення (6.5.9) є взаємно однозначним. Iз рiвностей (6.5.9) знаходимо 𝑥 i 𝑦:

𝑥 =
3𝑢+ 𝑣

7
, 𝑣 =

−𝑢+ 2𝑣

7
. (6.5.10)

Знаходимо якобiан перетворення (6.5.10):

𝐽(𝑢, 𝑣) =
𝐷(𝑥, 𝑦)

𝐷(𝑢, 𝑣)
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒

3

7

1

7

−1

7

2

7

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒ = 1

7
.

I, нарештi, застосовуємо формулу (6.5.8):

∫︁∫︁
𝐷

(3𝑥+ 2𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
Δ

(𝑢+ 𝑣) · 1
7
𝑑𝑢𝑑𝑣 =

1

7

11∫︁
4

𝑑𝑣

8∫︁
1

(𝑢+ 𝑣)𝑑𝑢 =

=
1

7

11∫︁
4

(︂
𝑢2

2
+ 𝑣𝑢

)︂ ⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑢=8

𝑢=1

𝑑𝑣 =
1

7

11∫︁
4

(︂
63

2
+ 7𝑣

)︂
𝑑𝑣 =

588

7
= 84.

Якщо у подвiйному iнтегралi пiдiнтегральна функцiя або рiвняння межi областi
мiстять суму 𝑥2 +𝑦2, то доцiльно перейти до полярної системи координат. Розглядаючи
формули {︂

𝑥 = 𝜌 cos𝜙,
𝑦 = 𝜌 sin𝜙

(6.5.11)

переходу вiд декартової до полярної системи координат як замiну змiнної, знаходимо
якобiан вiдображення (6.5.11):

𝐽(𝜌, 𝜙) =
𝐷(𝑥, 𝑦)

𝐷(𝜌, 𝜙)
=

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ 𝜕𝑥

𝜕𝜌

𝜕𝑥

𝜕𝜙
𝜕𝑦

𝜕𝜌

𝜕𝑦

𝜕𝜙

⃒⃒⃒⃒
⃒⃒⃒⃒ =

⃒⃒⃒⃒
cos𝜙 −𝜌 sin𝜙
sin𝜙 𝜌 cos𝜙

⃒⃒⃒⃒
= 𝜌. (6.5.12)

Якщо розглядати 𝜌 i 𝜙 як д е к а р т о в i координати на площинi 𝜌𝑂𝜙, то знаходимо,
що якобiан (6.5.12) обертається на нуль вздовж прямої 𝜌 = 0, що є лiнiєю нульової площi.
Тобто формула (6.5.8) замiни змiнної справджується i для перетворення (6.5.11):∫︁∫︁

𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
Δ

𝑓(𝜌 cos𝜙, 𝜌 sin𝜙)𝜌𝑑𝜌𝑑𝜙, (6.5.13)

де область ∆ — прообраз областi 𝐷 при вiдображеннi (6.5.11).
Звертаємо увагу, що формула (6.5.13) збiгається iз формулою (6.4.3), яка була нами

отримана з дещо iнших мiркувань.
Пiдкреслимо, що замiна змiнної у подвiйному iнтегралi на вiдмiну вiд замiни змiнної

у визначеному iнтегралi має на метi спрощення областi iнтегрування, а не пiдiнтеграль-
ної функцiї.

Якщо область iнтегрування являє собою круг радiуса 𝑅 iз центром на початку ко-
ординат

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) : 𝑥2 + 𝑦2 6 𝑅2},

то при замiнi (6.5.11) його прообразом є прямокутник (рис. 36)

∆ = {(𝜌, 𝜙) : 0 6 𝜌 6 𝑅, 0 6 𝜙 6 2𝜋}.
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Рис. 36

Якщо область iнтегрування являє собою елiпс

𝐷 =

{︂
(𝑥, 𝑦) :

𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
6 1

}︂
,

то доцiльно скористатися замiною {︂
𝑥 = 𝑎𝜌 cos𝜙,
𝑦 = 𝑏𝜌 sin𝜙.

Якобiан цього вiдображення дорiвнює 𝐽(𝜌, 𝜙) = 𝑎𝑏𝜌, а область ∆ — прямокутник

∆ = {(𝜌, 𝜙) : 0 6 𝜌 6 1, 0 6 𝜙 6 2𝜋}.

При розв’язаннi прикладiв iз замiною змiнних область ∆ не будують. Зазвичай вста-
новлюють межi iнтегрування, використовуючи вигляд областi 𝐷 на площинi 𝑥𝑂𝑦 (див.
приклад 1, с. 86).

6.6. Застосування подвiйного iнтеграла.
1. Об’єм тiла. Виходячи з геометричного змiсту подвiйного iнтеграла, знаходимо,

що об’єм тiла, обмеженого знизу поверхнею 𝑧 = 𝑓1(𝑥, 𝑦), зверху — поверхнею 𝑧 = 𝑓2(𝑥, 𝑦)
(𝑓1(𝑥, 𝑦) 6 𝑓2(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷), а з бокiв — цилiндричною поверхнею, твiрнi якої пара-
лельнi осi 𝑂𝑧 i проходять через межу областi 𝐷 обчислюється за формулою:

𝑉 =

∫︁∫︁
𝐷

(𝑓2(𝑥, 𝑦) − 𝑓1(𝑥, 𝑦)) 𝑑𝑥𝑑𝑦. (6.6.14)

П р и к л а д 1. Обчислити об’єм тiла, обмеженого координатними площинами та площиною
2𝑥+ 3𝑦 + 4𝑧 = 12.
Р о з в ’ я з а н н я.

Рис. 37

Тiло являє собою пiрамiду, основою якої є трикутник, що ле-
жить в площинi 𝑥𝑂𝑦, обмежений прямою

2𝑥+ 3𝑦 = 12

та осями 𝑂𝑥 i 𝑂𝑦 (рис. 37). Знаходимо об’єм тiла:

𝑉 =

∫︁∫︁
𝐷

(︂
3− 𝑥

2
− 3𝑦

4

)︂
𝑑𝑥𝑑𝑦 =

=

6∫︁
0

𝑑𝑥

4− 2𝑥
3∫︁

0

(︂
3− 𝑥

2
− 3𝑦

4

)︂
𝑑𝑦 =

6∫︁
0

(︂
3𝑦 − 𝑥𝑦

2
− 3𝑦2

8

)︂ ⃒⃒⃒4− 2𝑥
3

0
𝑑𝑥 =
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=

6∫︁
0

(︂
6− 2𝑥+

𝑥2

6

)︂
𝑑𝑥 = 12.

П р и к л а д 2. Обчислити об’єм тiла, обмеженого поверхнями 𝑧 = 𝑥2+𝑦2, 𝑥2+𝑦2+ 𝑧2 = 2,
(𝑧 > 0).
Р о з в ’ я з а н н я. Заданi поверхнi та обмежене ними тiло зображенi на рис. 38. Проекцiя
тiла на площину 𝑥𝑂𝑦 — це область, обмежена проекцiєю лiнiї перетину заданих поверхонь:{︂

𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2,
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 2.

Виключивши iз цих рiвнянь змiнну 𝑧, знаходимо проекцiю лiнiї перетину на площину 𝑥𝑂𝑦:

𝑥2 + 𝑦2 = 1.

Отже, межа областi 𝐷 - проекцiї тiла на площину 𝑥𝑂𝑦 — це круг радiуса 1 iз центром на
початку координат.

Рис. 38

Знайдемо об’єм тiла. Скористаємося формулою (6.6.14), вра-
ховуючи при цьому, що 𝑓1(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2, а 𝑓2(𝑥, 𝑦) =
=
√︀
2− 𝑥2 − 𝑦2:

𝑉 =

∫︁∫︁
𝐷

(︁√︀
2− 𝑥2 − 𝑦2 − (𝑥2 + 𝑦2)

)︁
𝑑𝑥𝑑𝑦.

Обчислення iнтеграла проведемо у полярнiй системi коор-
динат:

𝑉 =

2𝜋∫︁
0

𝑑𝜙

1∫︁
0

(︁√︀
2− 𝜌2 − 𝜌2

)︁
𝜌 𝑑𝜌.

Звертаємо увагу, що внутрiшнiй iнтеграл не залежить вiд
змiнної 𝜙, за якою проводиться зовнiшнє iнтегрування. У
такому випадку повторний iнтеграл дорiвнює добутку ви-
значених iнтегралiв:

𝑉 = 2𝜋

1∫︁
0

(︁√︀
2− 𝜌2 − 𝜌2

)︁
𝜌 𝑑𝜌 = 2𝜋

(︂
−1

2
· 2
3
(2− 𝜌2)

3
2

⃒⃒⃒1
0
− 𝜌4

4

⃒⃒⃒1
0

)︂
=

8
√
2− 7

12
.

2. Площа плоскої областi. Площа 𝑆 областi 𝐷, що лежить в площинi 𝑥𝑂𝑦, може
бути обчислена за формулою

𝑆 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦. (6.6.15)

П р и к л а д 3. Обчислити площу фiгури, обмеженої лiнiями 𝑦 = 𝑥2 i 𝑥 = 𝑦2.
Р о з в ’ я з а н н я. Заданi кривi та обмежена ними фiгура зо-
браженi на рис. 39. Площа фiгури, обмеженої заданими кривими,
дорiвнює

𝑆 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1∫︁
0

𝑑𝑥

√
𝑥∫︁

𝑥2

𝑑𝑦 =

=

1∫︁
0

(︀√
𝑥− 𝑥2

)︀
𝑑𝑥 =

(︂
2

3
𝑥

3
2 − 𝑥3

3

)︂ ⃒⃒⃒1
0
=

1

3
.

Рис. 39
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П р и к л а д 4. Обчислити площу, обмежену лiнiєю(︀
𝑥2 + 𝑦2

)︀2
= 𝑥2 − 𝑦2.

Р о з в ’ я з а н н я. Оскiльки змiннi 𝑥 та 𝑦 входять до рiвняння кривої у парних степенях,
то робимо висновок, що крива є симетричною вiдносно координатних осей i координатнi осi
розбивають фiгуру на чотири рiвнi частини. Знайдемо площу однiєї з них — частини фiгури,
розташованої у першiй четвертi координатної площини. Тодi

𝑆 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑑𝑥𝑑𝑦 = 4

∫︁∫︁
𝐷1

𝑑𝑥𝑑𝑦,

𝐷1 — та частина фiгури, що лежить у першi четвертi. Подвiйний iнтеграл обчислимо в по-
лярнiй системi координат. Замiнимо 𝑥 = 𝜌 cos𝜙, 𝑦 = 𝜌 sin𝜙 i отримаємо рiвняння кривої в
полярнiй системi координат:

(𝑥2 + 𝑦2)2 = 𝑥2 − 𝑦2 ⇔ 𝜌4 = 𝜌2(cos2 𝜙− sin2 𝜙) ⇔ 𝜌2 = cos 2𝜙 ⇔ 𝜌 =
√︀

cos 2𝜙.

Криву зображено на рис. 40. Межi iнтегрування за змiнною
𝜙 для областi 𝐷1 знаходимо, розв’язуючи систему нерiвно-
стей: {︃

cos 2𝜙 > 0,

0 6 𝜙 6
𝜋

2

⇒ 0 6 𝜙 6
𝜋

4
.

Рис. 40
Отже,

𝑆 = 4

𝜋
4∫︁

0

𝑑𝜙

√
cos 2𝜙∫︁
0

𝜌 𝑑𝜌 = 2

𝜋
4∫︁

0

cos 2𝜙𝑑𝜙 = 1.

3. Площа поверхнi. Площа поверхнi 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦), вирiзаної цилiндром, твiрнi якого
паралельнi осi 𝑂𝑧 i проходять через межу областi 𝐷 обчислюється за формулою:

𝑆поверхнi =

∫︁∫︁
𝐷

√︁
1 + 𝑓 2

𝑥 + 𝑓 2
𝑦 𝑑𝑥𝑑𝑦. (6.6.16)

П р и к л а д 5. Обчислити площу частини конiчної поверхнi 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2, (𝑧 > 0), вирiзаної
цилiндром 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑦 = 0.
Р о з в ’ я з а н н я. Конiчна поверхня для 𝑧 > 0, її частина, вирiзана цилiндром, та проекцiя
цiєї частини на площину 𝑥𝑂𝑦 зображенi на рис. 41.

Рис. 41

Iз рiвняння конiчної поверхнi виразимо 𝑧: 𝑧 =
√︀
𝑥2 + 𝑦2. Далi скористаємося формулою

(6.6.16):

𝑆поверхнi =

∫︁∫︁
𝐷

⎯⎸⎸⎷1 +

(︃
𝑥√︀

𝑥2 + 𝑦2

)︃2

+

(︃
𝑦√︀

𝑥2 + 𝑦2

)︃2

𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷

√
2 𝑑𝑥 𝑑𝑦.
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Область 𝐷 обмежена лiнiєю 𝑥2+𝑦2−2𝑦 = 0, канонiчне рiвняння якої має вигляд: 𝑥2+(𝑦−1)2 =
= 1. Враховуючи, що область 𝐷 — круг радiуса 1, знаходимо, що

𝑆поверхнi =
√
2𝑆областi 𝐷 =

√
2𝜋.

4. Маса i статичнi моменти пластини. Нехай пластина займає область 𝐷 пло-
щини 𝑥𝑂𝑦, i 𝛾(𝑥, 𝑦) — густина матерiалу пластини в точцi (𝑥, 𝑦). Тодi маса 𝑚 пластини
i її статичнi моменти 𝑀𝑥 i 𝑀𝑦 вiдносно осей 𝑂𝑥 та 𝑂𝑦 виражаються подвiйними iнте-
гралами

𝑚 =

∫︁∫︁
𝐷

𝛾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦, 𝑀𝑥 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑦𝛾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦, 𝑀𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑥𝛾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦. (6.6.17)

Якщо пластина однорiдна, то 𝛾(𝑥, 𝑦) = const.
5. Координати центра ваги пластини. Нехай точка 𝐶(𝑥, 𝑦) —центр ваги пласти-

ни. Тодi

𝑥 =
𝑀𝑦

𝑚
, 𝑦 =

𝑀𝑥

𝑚
, (6.6.18)

де 𝑚 — маса пластини, 𝑀𝑥 i 𝑀𝑦 — її статичнi моменти вiдносно координатних осей.
Якщо пластина однорiдна, то у формулах (6.6.17) можна покласти 𝛾(𝑥, 𝑦) = 1.

6. Моменти iнерцiї пластини. Моменти iнерцiї пластини вiдносно осей 𝑂𝑥 i 𝑂𝑦
вiдповiдно дорiвнюють

𝐼𝑥 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑦2𝛾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦, 𝐼𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑥2𝛾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦. (6.6.19)

Момент iнерцiї пластини вiдносно початку координат дорiвнює

𝐼𝑂 =

∫︁∫︁
𝐷

(𝑥2 + 𝑦2)𝛾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 = 𝐼𝑥 + 𝐼𝑦. (6.6.20)

П р и к л а д 6. Пластина являє собою круговий сектор iз кутом 90∘ при вершинi. Густина
матерiалу сектора дорiвнює вiдстанi точки сектора до його вершини. Знайти центр ваги пла-
стини та її моменти iнерцiї вiдносно сторiн сектора та його вершини.
Р о з в ’ я з а н н я. Помiстимо сектор у декартову систему координат так, як це показано
на рис. 42. Тодi густина матерiалу пластини описується функцiєю 𝛾(𝑥, 𝑦) =

√︀
𝑥2 + 𝑦2.

Обчислення проведемо у полярнiй системi координат.

Знайдемо масу пластини:

𝑚 =

∫︁∫︁
𝐷

𝛾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷

𝜌 · 𝜌 𝑑𝜌 𝑑𝜙 = =

𝜋
2∫︁

0

𝑑𝜙

𝑅∫︁
0

𝜌2𝑑𝜌 =
𝜋

2
· 𝑅

3

3
.

Рис. 42
Обчислимо статичнi моменти пластини вiдносно координатних осей:

𝑀𝑥 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑦𝛾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷

𝜌 sin𝜙 · 𝜌 · 𝜌 𝑑𝜌 𝑑𝜙 =

=

𝜋
2∫︁

0

sin𝜙𝑑𝜙

𝑅∫︁
0

𝜌3𝑑𝜌 = − cos𝜙

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝜋
2

0

· 𝜌
4

4

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑅

0

=
𝑅4

4
;
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𝑀𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑥𝛾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷

𝜌 cos𝜙 · 𝜌 · 𝜌 𝑑𝜌 𝑑𝜙 =

𝜋
2∫︁

0

cos𝜙𝑑𝜙

𝑅∫︁
0

𝜌3𝑑𝜌 =
𝑅4

4
.

Знаходимо координати центра ваги пластини:

𝑥 = 𝑦 =
𝑅4

4
· 2 · 3
𝜋𝑅3

=
3𝑅

2𝜋
,

тобто центр ваги пластини знаходиться на бiсектрисi кута сектора на вiдстанi
3𝑅√
2𝜋

вiд його
вершини.

Обчислимо моменти iнерцiї пластини вiдносно координатних осей:

𝐼𝑥 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑦2𝛾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷

𝜌2 sin2 𝜙 · 𝜌 · 𝜌 𝑑𝜌 𝑑𝜙 =

𝜋
2∫︁

0

1− cos 2𝜙

2
𝑑𝜙

𝑅∫︁
0

𝜌4𝑑𝜌 =
𝜋

4
· 𝑅

5

5
;

𝐼𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷

𝑥2𝛾(𝑥, 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∫︁∫︁
𝐷

𝜌2 cos2 𝜙 · 𝜌 · 𝜌 𝑑𝜌 𝑑𝜙 =
𝜋

4
· 𝑅

5

5
.

Момент iнерцiї пластини вiдносно початку координат дорiвнює

𝐼𝑂 = 𝐼𝑥 + 𝐼𝑦 =
𝜋𝑅5

10
.

6.7. Розв’язання задач засобами Maple
П р и к л а д 1. Обчислити повторний iнтеграл

2∫︁
0

𝑑𝑦

1∫︁
0

(𝑥2 + 2𝑦)𝑑𝑥.

Р о з в ’ я з а н н я.
> restart;
> int(int(x^2+2*y,x=0..1),y=0..2);

14

3

Вiдповiдь:
14

3
.

П р и к л а д 2. Обчислити повторний iнтеграл

2∫︁
1

𝑑𝑥

𝑥∫︁
1
𝑥

𝑥2

𝑦2
𝑑𝑦.

Р о з в ’ я з а н н я.
> restart;
> int(int(x^2/y^2,y=1/x..x),x=1..2);
Warning, unable to determine if 0 is between 1/x and x; try to use assumptions
or use the AllSolutions option

9

4
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Врахуємо побажання Maple щодо обмежень на змiнну 𝑥:
> assume(x>1);int(int(x^2/y^2,y=1/x..x),x=1..2);

9

4

Вiдповiдь:
9

4
.

П р и к л а д 3. Обчислити подвiйний iнтеграл
∫︁∫︁
(𝑆)

𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦, де область iнтегрування 𝑆 обме-

жена прямою, що проходить через точки 𝐴(2; 0), 𝐵(0; 2) i дугою кола з центром у точцi 𝐶(0; 1)
радiуса 1 (рис. 43).

Рис. 43

Р о з в ’ я з а н н я. Заданi коло i пряма мають вiдповiдно рiвняння

𝑥2 + (𝑦 − 1)2 = 1, 𝑥+ 𝑦 = 2.

Неважко бачити, що коло i пряма перетинаються в точках (0; 2) i (1; 1). Зводимо подвiйний
iнтеграл до повторного: ∫︁∫︁

(𝑆)

𝑥𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1∫︁
0

𝑑𝑥

1+
√
1−𝑥2∫︁

2−𝑥

𝑥𝑑𝑦

Проведемо необхiднi обчислення:
> restart;
> int((int(x,y=2-x..1+sqrt(1-x^2))),x=0..1);

1

6

Вiдповiдь:
1

6
.

П р и к л а д 4. Обчислити подвiйний iнтеграл
∫︁∫︁
(𝑆)

√︀
𝑥𝑦 − 𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦, де 𝑆 — трикутник 𝑂(0; 0),

𝐴(10; 1) i 𝐵(1; 1).
Р о з в ’ я з а н н я. Будуємо область 𝑆:
> restart;
> plot([x/10,x,1],x=-1..11,y=-0.2..1.2);
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Рис. 44

Зводимо подвiйний iнтеграл до повторного. Очевидно, що зовнiшнє iнтегрування доцiльно
провести за змiнною 𝑦. ∫︁∫︁

(𝑆)

√︀
𝑥𝑦 − 𝑦2𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1∫︁
0

𝑑𝑦

10𝑦∫︁
𝑦

√︀
𝑥𝑦 − 𝑦2𝑑𝑥.

> int(int(sqrt(x*y-y^2),x=y..10*y),y=0..1);

6

Вiдповiдь: 6.

П р и к л а д 5. Обчислити подвiйний iнтеграл вiд функцiї 𝑓(𝜌, 𝜙) = 𝜌 по областi, обмеженiй
кардiоїдою 𝜌 = 𝑎(1 + cos𝜙) i колом 𝜌 = 𝑎. Мається на увазi частина, що не мiстить полюса.
Р о з в ’ я з а н н я. Побудуємо область. Для побудови кривих параметру 𝑎 надамо числове
значення, наприклад, 𝑎 = 2.
> restart;
> a:=2:plot([[a*(1+cos(t)),t,t=0..2*Pi],[a,t,t=0..2*Pi]],coords=polar);

Рис. 45

Для заданої областi 𝜌 i 𝜙 змiнюються в межах

−𝜋

2
6 𝜙 6

𝜋

2
, 𝑎 6 𝜌 6 𝑎(1 + cos𝜙).

Зводимо подвiйний iнтеграл до повторного:

∫︁∫︁
(𝐷)

𝑓(𝜌, 𝜙)𝜌𝑑𝜌𝑑𝜙 =

𝜋
2∫︁

−𝜋
2

𝑑𝜙

𝑎(1+cos𝜙)∫︁
𝑎

𝜌 · 𝜌𝑑𝜌.
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Звiльнимо 𝑎 вiд числового значення i обчислимо повторний iнтеграл:
> a:=’a’:int(int(\rho^2,\rho=a..a*(1+cos(t))),t=-Pi/2..Pi/2);

1

2
𝑎3𝜋 +

22

9
𝑎3.

Вiдповiдь :
(︂
22

9
+

𝜋

2

)︂
𝑎3.

П р и к л а д 6. Обчислити площу, обмежену елiпсом

(𝑦 − 𝑥)2 + 𝑥2 = 1.

Р о з в ’ я з а н н я. Будуємо криву:
> restart;
> with(plots):
> implicitplot((y-x)^2+x^2=1,x=-1..1,y=-2..2);

Рис. 46

Як бачимо, проекцiя кривої на вiсь 𝑂𝑥 являє собою вiдрiзок −1 6 𝑥 6 1. З рiвняння кривої
виразимо 𝑦:

𝑦 = 𝑥±
√︀

1− 𝑥2.

Обчислюємо площу, обмежену кривою:

𝑆 =

∫︁∫︁
(𝐷)

𝑑𝑥𝑑𝑦 =

1∫︁
−1

𝑑𝑥

𝑥+
√
1−𝑥2∫︁

𝑥−
√
1−𝑥2

𝑑𝑦

> int(int(1,y=x-sqrt(1-x^2)..x+sqrt(1-x^2)),x=-1..1);

𝜋

Вiдповiдь: 𝜋.

П р и к л а д 7. Знайти площу, обмежену лiнiями 𝑥2 + 𝑦2 = 2𝑥, 𝑥2 + 𝑦2 = 4𝑥, 𝑦 = 𝑥, 𝑦 = 0.
Скористатися полярною системою координат.
Р о з в ’ я з а н н я. Будуємо область:
> restart;
> inequal({y>=0,y<=x,x^2+y^2>=2*x,x^2+y^2<=4*x},x=0..4,y=0..2,color=gray);
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Рис. 47

Обчислюємо площу:

𝑆 =

∫︁∫︁
(𝐷)

𝜌𝑑𝜌𝑑𝜙 =

𝜋
4∫︁

0

𝑑𝜙

4 cos𝜙∫︁
2 cos𝜙

𝜌𝑑𝜌.

> int(int(r,r=2*cos(t)..4*cos(t)),t=0..Pi/4);
3

2
+

3𝜋

4
.

Вiдповiдь: 3
(︂
𝜋

4
+

1

2

)︂
.

П р и к л а д 8. Знайти об’єм тiла, обмеженого елiптичним параболоїдом 𝑧 = 2𝑥2 + 𝑦2 + 1,
площиною 𝑥+ 𝑦 = 1 i координатними площинами.
Р о з в ’ я з а н н я. Тiло зображене на рис. 48.

Рис. 48

Об’єм тiла 𝑉 знаходимо як подвiйний iнтеграл

𝑉 =

∫︁∫︁
(𝐷)

(2𝑥2 + 𝑦2 + 1)𝑑𝑥𝑑𝑦,

де область 𝐷 — трикутник у площинi 𝑥𝑂𝑦, утворений прямою 𝑥 + 𝑦 = 1 i координатними
осями.

Обчислюємо об’єм:
> V:=int(int(2*x^2+y^2+1,y=0..1-x),x=0..1);

𝑉 :=
3

4
.

Вiдповiдь:
4

3
.
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В п р а в и .

1. Обчислити
∫︀∫︀
𝐷

(𝑥+ 𝑦) 𝑑𝑥 𝑑𝑦, якщо область 𝐷 обмежена прямою 𝑥+ 𝑦 = 1 i осями координат.

Вiдповiдь:
1

3
.

2. Обчислити
∫︀∫︀
𝐷

𝑥𝑦 𝑑𝑥 𝑑𝑦, якщо область 𝐷 обмежена лiнiями 𝑦 = 𝑥, 𝑥𝑦 = 1, 𝑥 = 2 i 𝑦 = 0.

Вiдповiдь:
1

8
+

1

2
ln 2.

3. Обчислити
∫︀∫︀
𝐷

1

1 + 𝑥2 + 𝑦2
𝑑𝑥 𝑑𝑦, якщо область 𝐷 обмежена верхньою половиною кола 𝑥2 +

𝑦2 = 1 i вiссю 𝑂𝑥.

Вiдповiдь:
𝜋

2
ln 2.

4. Обчислити площу фiгури, обмеженої лiнiями

а) 𝑦 = 3𝑥, 𝑦 = 4𝑥, 𝑥 = 2, 𝑥 = 4; б) 𝑦 = 2𝑥, 𝑦 = 𝑥2;

в) 𝑥 = 5− 𝑦2, 𝑥 = −4𝑦; г)
𝑦2 − 6𝑦 + 𝑥2 = 0, 𝑦2 − 8𝑦 + 𝑥2 = 0,

𝑦 =
𝑥√
3
, 𝑦 =

√
3𝑥.

Вiдповiдi :
а) 6; б)

4

3
; в) 36; г)

7𝜋

6
.

5. Обчислити об’єм тiла, обмеженого поверхнями 𝑥2 + 𝑦2 + 4𝑥 = 0, 𝑧 = 8− 𝑦2 i 𝑧 = 0.

Вiдповiдь: 28𝜋.

6. Обчислити об’єм тiла, обмеженого поверхнями 𝑥+ 𝑦 = 2, 𝑦 =
√
𝑥, 𝑧 = 12𝑦 i 𝑧 = 0.

Вiдповiдь: 5.

7. Обчислити площу частини поверхнi 𝑧 =
√︀

4− 𝑥2 − 𝑦2, вирiзаної цилiндром 𝑥2 + 𝑦2 = 2.

Вiдповiдь: 4𝜋.
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Тема 7

Криволiнiйнi iнтеграли

7.1. Поняття простої кривої
Нехай в площинi 𝑥𝑂𝑦 задана н е п е р е р в н а крива 𝐴𝐵, тобто задана пара непе-

рервних функцiй {︂
𝑥 = 𝑥(𝑡),
𝑦 = 𝑦(𝑡),

визначених на деякому промiжку [𝛼, 𝛽], i нехай значенню параметра
𝑡 = 𝛼 вiдповiдає початкова точка 𝐴, значенню 𝑡 = 𝛽 — кiнцева точка 𝐵 кривої 𝐴𝐵.

Може статися так, що деяким точкам площини 𝑥𝑂𝑦, через якi проходить крива,
вiдповiдає бiльше одного значення параметра 𝑡 ∈ [𝛼, 𝛽]. Такi точки кривої називають
точками с а м о п е р е т и н у.

Якщо кожнiй точцi площини, через якi проходить крива 𝐴𝐵, вiдповiдає лише одне
значення параметра 𝑡 ∈ [𝛼, 𝛽], то криву називають п р о с т о ю, або ж о р д а н о в о ю.

Якщо кiнець i початок кривої збiгаються, то криву називають
з а м к н е н о ю. Вважається, що замкнена крива точок самоперетину не має.

Криву називають гладкою, якщо функцiї 𝑥(𝑡) i 𝑦(𝑡) мають неперервнi похiднi 𝑥′(𝑡) i
𝑦′(𝑡), якi одночасно не обертаються на нуль:

𝑥′2(𝑡) + 𝑦′2(𝑡) ̸= 0, 𝑡 ∈ [𝛼, 𝛽].

Ми розглядатимемо гладкi простi кривi.

7.2. Iнтеграл по довжинi дуги
Нехай заданi проста гладка крива 𝐴𝐵 i функцiя 𝑓(𝑥, 𝑦), визначена на цiй кривiй.
Розiб’ємо криву на частини точками 𝑀𝑖(𝑥𝑖, 𝑦𝑖): 𝑀0 = 𝐴, 𝑀1, . . . , 𝑀𝑛 = 𝐵.

Точки 𝑀𝑖 подiлу кривої послiдовно сполучимо вiдрiзками прямих i отримаємо лама-
ну 𝐴𝑀1 . . .𝑀𝑖𝑀𝑖+1 . . . 𝐵, вписану в криву 𝐴𝐵 (рис. 49). Позначимо ∆𝑥𝑖 = 𝑥𝑖+1 − 𝑥𝑖,
∆𝑦𝑖 = 𝑦𝑖+1 − 𝑦𝑖. Тодi довжина ланки 𝑀𝑖𝑀𝑖+1 ламаної дорiвнює

∆𝑙𝑖 =
√︁

∆𝑥2
𝑖 + ∆𝑦2𝑖 .
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Рис. 49 Рис. 50

Нехай 𝜆 = max
𝑖

∆𝑙𝑖. Збiльшимо 𝑛 кiлькiсть точок подiлу кривої 𝐴𝐵 на частини так,
щоб 𝜆 → 0, коли 𝑛 → ∞. Якщо при цьому iснує границя

𝑠 = lim
𝜆→0

𝑛∑︁
𝑘=1

∆𝑙𝑘,

то криву називають с п р я м н о ю, a границю 𝑠 — довжиною дуги кривої 𝐴𝐵. Позна-
чимо через ∆𝑠𝑖 довжину дуги частини 𝑀𝑖𝑀𝑖+1 кривої 𝐴𝐵. Якщо крива жорданова, то
∆𝑠𝑖 ≈ ∆𝑙𝑖.

Означення 36. Головну лiнiйну частину 𝑑𝑠 приросту ∆𝑠 довжини дуги назива-
ють д и ф е р е н ц i а л о м д о в ж и н и д у г и:

𝑑𝑠 =

√︁
𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2.

Геометричний змiст диференцiала довжини дуги показано на рис. 50.
У кожнiй частинi 𝑀𝑖𝑀𝑖+1 гладкої жорданової кривої 𝐴𝐵 виберемо довiльну точку

𝑁𝑖(𝜉𝑖, 𝜂𝑖) i утворимо суму
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑁𝑖)∆𝑠𝑖.

Означення 37. Якщо iснує границя

lim
𝜆→0

𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑓(𝑁𝑖)∆𝑠𝑖

i вона не залежить нi вiд способу розбивки кривої 𝐴𝐵 на частини, нi вiд вибору то-
чок 𝑁𝑖, то її називають к р и в о л i н i й н и м i н т е г р а л о м п е р ш о г о р о д у i
позначають символом ∫︁

𝐴𝐵

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠.

Властивостi криволiнiйного iнтеграла першого роду. Iз побудови криволiнiй-
ного iнтеграла по довжинi дуги випливають такi його властивостi:

1∘.
∫︀
𝐴𝐵

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠 =
∫︀
𝐵𝐴

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠.

2∘.
∫︀
𝐴𝐵

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠 =
∫︀
𝐴𝐶

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠+
∫︀
𝐶𝐵

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠, де 𝐶 — точка кривої 𝐴𝐵, що лежить мiж

точками 𝐴 i 𝐵.

Обчислення криволiнiйного iнтеграла першого роду. Наведемо формули, за
якими обчислюється диференцiал довжини дуги в залежностi вiд виду подання кривої.
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У разi параметричного задання кривої 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡) маємо

𝑑𝑠 =
√︁
𝑥′2(𝑡) + 𝑦′2(𝑡) 𝑑𝑡. (7.2.1)

Якщо крива задана явно, тобто у виглядi 𝑦 = 𝑦(𝑥), то

𝑑𝑠 =
√︁

1 + 𝑦′2(𝑥) 𝑑𝑥. (7.2.2)

У полярнiй системi координат рiвняння кривої задають у виглядi 𝜌 = 𝜌(𝜙). Оскiльки
зв’язок мiж декартовою та полярною системами координат задається спiввiдношеннями{︂

𝑥 = 𝜌 cos𝜙,
𝑦 = 𝜌 sin𝜙,

то, посилаючись на формулу (7.2.1), знаходимо, що

𝑑𝑠 =
√︁

𝜌2(𝜙) + 𝜌′2(𝜙) 𝑑𝜙. (7.2.3)

У залежностi вiд способу задання кривої обчислення криволiнiйного iнтеграла пер-
шого роду зводиться до обчислення вiдповiдного визначеного iнтеграла:

∫︁
𝐴𝐵

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠 =

𝛽∫︁
𝛼

𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))
√︁
𝑥′2(𝑡) + 𝑦′2(𝑡) 𝑑𝑡, (7.2.4)

∫︁
𝐴𝐵

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠 =

𝑏∫︁
𝑎

𝑓(𝑥, 𝑦(𝑥))
√︁

1 + 𝑦′2(𝑥) 𝑑𝑥, (7.2.5)

∫︁
𝐴𝐵

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠 =

𝜙2∫︁
𝜙1

𝑓(𝜌 cos𝜙, 𝜌 sin𝜙)
√︁

𝜌2(𝜙) + 𝜌′2(𝜙) 𝑑𝜙. (7.2.6)

7.3. Iнтеграл по координатам

7.3.1. Основнi поняття

Нехай на кривiй 𝐴𝐵 заданi двi обмеженi функцiї 𝑃 (𝑥, 𝑦) i 𝑄(𝑥, 𝑦). Розiб’ємо криву
𝐴𝐵 у напрямку вiд 𝐴 до 𝐵 послiдовно точками 𝐴 = 𝑀0,𝑀1 , . . . ,𝑀𝑖,𝑀𝑖+1, . . . ,𝑀𝑛 = 𝐵
(рис. 51 ).

Рис. 51
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На кожнiй з дуг 𝑀𝑖𝑀𝑖+1 кривої 𝐴𝐵 виберемо точку 𝑁𝑖. Проекцiї вектора
−−−−−→
𝑀𝑖𝑀𝑖+1 на

координатнi осi позначимо через ∆𝑥𝑖 i ∆𝑦𝑖. Позначимо 𝜆 = max
𝑖

∆𝑙𝑖, де ∆𝑙𝑖 — довжина
дуги 𝑀𝑖𝑀𝑖+1.

Утворимо суму
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑃 (𝑁𝑖)∆𝑥𝑖 (7.3.7)

Означення 38. Якщо iснує скiнченна границя

lim
𝜆→0

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑃 (𝑁𝑖)∆𝑥𝑖 = 𝐼

i вона не залежить вiд способу розбивки кривої на частини i вибору точок 𝑁𝑖, то її
називають криволiнiйним iнтегралом другого роду i позначають символом∫︁

𝐴𝐵

𝑃 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥.

Аналогiчно вводиться поняття iнтеграла∫︁
𝐴𝐵

𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦.

Суму цих iнтегралiв∫︁
𝐴𝐵

𝑃 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 +

∫︁
𝐴𝐵

𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 =

∫︁
𝐴𝐵

𝑃 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 =

∫︁
𝐴𝐵

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

називають загальним iнтегралом другого роду.

7.3.2. Фiзичний змiст

З погляду фiзики криволiнiйний iнтеграл другого роду вздовж деякої кривої дорiв-
нює роботi змiнної сили при перемiщеннi матерiальної точки вздовж цiєї кривої.

Iнтеграл ∫︁
𝐴𝐵

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

– це робота, виконана силою F = (𝑃,𝑄) по перемiщенню точки вздовж кривої 𝐴𝐵 iз
положення 𝐴 в положення 𝐵.

7.3.3. Властивостi iнтеграла другого роду

Iз означення криволiнiйного iнтеграла другого роду випливають такi його власти-
востi

1.
∫︁
𝐴𝐵

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 = −
∫︁
𝐵𝐴

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦;

2.
∫︁

𝐴𝐵𝐶

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 =

∫︁
𝐴𝐵

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 +

∫︁
𝐵𝐶

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦.
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7.3.4. Обчислення iнтеграла другого роду

Зведемо криволiнiйний iнтеграл другого роду до визначеного iнтеграла. Нехай крива
𝐴𝐵 задана параметричними рiвняннями 𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝛼 6 𝑡 6 𝛽, де функцiї 𝑥(𝑡)
та 𝑦(𝑡) на вiдрiзку [𝛼, 𝛽] неперервнi разом iз своїми похiдними 𝑥′(𝑡) та 𝑦′(𝑡), причому
точцi 𝐴 кривої вiдповiдає параметр 𝛼, а точцi 𝐵 — параметр 𝛽.

Тодi

∫︁
𝐴𝐵

𝑃 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 =

𝛽∫︁
𝛼

[︁
𝑃 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡))𝑥′(𝑡) + 𝑄 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) 𝑦′(𝑡)

]︁
𝑑𝑡

Зокрема, якщо крива 𝐴𝐵 задана рiвнянням 𝑦 = 𝑦(𝑥), 𝑎 6 𝑥 6 𝑏, де функцiя 𝑦(𝑥) i
ї ї похiдна 𝑦′(𝑥) неперервнi на промiжку [𝑎; 𝑏], то

∫︁
𝐴𝐵

𝑃 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 =

𝑏∫︁
𝑎

[︁
𝑃 (𝑥, 𝑦(𝑥)) + 𝑄 (𝑥, 𝑦(𝑥)) 𝑦′(𝑥)

]︁
𝑑𝑥.

Аналогiчно, якщо крива 𝐴𝐵 задана рiвнянням 𝑥 = 𝑥(𝑦), 𝑐 6 𝑡 6 𝑑, причому функцiї
𝑥(𝑦) та 𝑥′(𝑦) неперервнi на промiжку [𝑐; 𝑏], то

∫︁
𝐴𝐵

𝑃 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 =

𝑑∫︁
𝑐

[︁
𝑃 (𝑥(𝑦), 𝑦)𝑥′(𝑦) + 𝑄 (𝑥(𝑦), 𝑦)

]︁
𝑑𝑦.

Поняття криволiнiйного iнтеграла другого роду можна поширити на просторовi кри-
вi. Нехай функцiї 𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) визначенi i неперервнi на просторовiй
кривiй 𝐴𝐵, яку задано рiвняннями

𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑧 = 𝑧(𝑡), 𝛼 6 𝑡 6 𝛽,

де функцiї 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡) i їхнi похiднi 𝑥′(𝑡), 𝑦′(𝑡), 𝑧′(𝑡) неперервнi на промiжку [𝛼; 𝛽].
Тодi iснує криволiнiйний iнтеграл∫︁

𝐴𝐵

𝑃 (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑦 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧

i справджується формула ∫︁
𝐴𝐵

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 + 𝑅𝑑𝑧 =

=

𝛽∫︁
𝛼

[𝑃 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡))𝑥′(𝑡) + 𝑄(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡))𝑦′(𝑡) + 𝑅(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡))𝑧′(𝑡)]𝑑𝑡

7.3.5. Iнтеграли по замкненому контуру

Додатним напрямком обходу замкненого контуру вважається напрямок «проти го-
динникової стрiлки», тобто напрямок, у якому при обходi контуру область, обмежена
замкненим контуром, знаходиться лiворуч вiд спостерiгача
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Рис. 52

Криволiнiйнi iнтеграли по додатно орiєнтованому замкненому контуру 𝐶 познача-
ють так: ∮︁

𝐶

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

Вiд’ємний напрямок обходу позначають, зазвичай, iндексом "−" бiля символу, що
позначає криву: ∮︁

𝐶−

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

7.4. Формула Грiна
Нехай 𝐷 – правильна замкнена область, обмежена кусково-гладким контуром 𝐶. I

нехай у цiй областi визначенi функцiї 𝑃 (𝑥, 𝑦) i 𝑄(𝑥, 𝑦, якi в 𝐷 є неперервними разом зi

своїми частинними похiдними
𝜕𝑃

𝜕𝑦
i
𝜕𝑄

𝜕𝑥
.

Тодi справджується формула∮︁
𝐶

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 =

∫︁
𝐷

∫︁ (︂
𝜕𝑄

𝜕𝑥
− 𝜕𝑃

𝜕𝑦

)︂
𝑑𝑥𝑑𝑦

П р и к л а д 1. Обчислити iнтеграл ∮︁
𝐶

𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥,

де 𝐶 – коло 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑅2.
Розв’язання. Обчислення проведемо в два способи: безпосередньо i застосовуючи формулу

Грiна.
Безпосереднє обчислення: рiвняння кривої задамо у параметричному виглядi{︂

𝑥 = 𝑅 cos 𝑡;
𝑦 = 𝑅 sin 𝑡.

𝑡 ∈ [0, 2𝜋]

Тодi ∮︁
𝐶

𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥 =

2𝜋∫︁
0

(𝑅 cos 𝑡 ·𝑅 cos 𝑡−𝑅 sin 𝑡 · (−𝑅 sin 𝑡)) 𝑑𝑡 =
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=

2𝜋∫︁
0

𝑅2
(︀
cos2 𝑡+ sin2 𝑡

)︀
𝑑𝑡 = 𝑅2

2𝜋∫︁
0

𝑑𝑡 = 2𝜋𝑅2

Обчислимо iнтеграл за формулою Грiна. Оскiльки 𝑃 = −𝑦, 𝑄 = 𝑥, то

𝜕𝑄

𝜕𝑥
− 𝜕𝑃

𝜕𝑦
= 1− (−1) = 2.

Маємо таку низку рiвностей:∮︁
𝐶

𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥 =

∫︁
𝐷

∫︁
2𝑑𝑥𝑑𝑦 = 2𝑆𝐷 = 2𝜋𝑅2,

де 𝐷 – круг, обмежений колом 𝐶, 𝑆𝐷 – площа круга 𝐷.

7.5. Умова незалежностi iнтеграла вiд шляху iнтегру-
вання

Означення 39. Область називають однозв’язною, якщо її межа складається iз
однiєї кусково-гладкої кривої без точок самоперетину Тобто, область є однозв’язною,

якщо вона не мiстить «дiрок». Наприклад, замкнена область 𝑥2+𝑦2 ≤ 4 є однозв’язною,
а множина 1 ≤ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 2 такою не є – її межа складається iз двох не пов’язаних мiж
собою кiл (або в серединi зовнiшнього кола є «дiрка» – круг одиничного радiуса).

Теорема 28. Нехай функцiї 𝑃 (𝑥, 𝑦) s 𝑄(𝑥, 𝑦) визначенi i неперервнi разом iз своїми

частинними похiдними
𝜕𝑃

𝜕𝑦
i
𝜕𝑄

𝜕𝑥
в деякiй замкненiй однозв’язнiй областi 𝐷. Тодi на-

ступнi чотири умови еквiвалентнi, тобто виконання якої-небудь однiєї з них тягне
за собою виконання останнiх трьох:

1) для довiльної замкненої кусково-гладкої кривої, що належить областi 𝐷,∮︁
𝐶

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 = 0;

2) для довiльних двох точок 𝐴 та 𝐵 областi 𝐷 значення iнтеграла∫︁
𝐴𝐵

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

не залежить вiд форми шляху iнтегрування, який лежить в областi 𝐷;
3) вираз

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

є повним диференцiалом деякої функцiї, визначеної в областi 𝐷. Iншими словами, iснує
така функцiя 𝑈(𝑥, 𝑦), визначена в областi 𝐷, що

𝑑𝑈 = 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦;

4) в усiх точках областi 𝐷 виконується рiвнiсть

𝜕𝑄

𝜕𝑥
=

𝜕𝑃

𝜕𝑦
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7.6. Застосування криволiнiйного iнтеграла

7.6.1. Обчислення площi криволiнiйним iнтегралом

Площу правильної областi 𝐷, обмеженої кусково-гладкою замкненою кривою 𝐶, об-
числюють за формулами

𝑆 = −
∮︁
𝐶

𝑦𝑑𝑥,

або
𝑆 =

∮︁
𝐶

𝑥𝑑𝑦.

Iз цих двох формул маємо ще одну формулу для обчислення площi

𝑆 =
1

2

∮︁
𝐶

𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥.

П р и к л а д 1. Обчислити площу, обмежену елiпсом

𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1

Розв’язання. Рiвняння елiпса подамо у параметричному виглядi{︂
𝑥 = 𝑎 cos 𝑡;
𝑦 = 𝑏 sin 𝑡.

𝑡 ∈ [0, 2𝜋]

i скористаємося формулою

𝑆 =
1

2

∮︁
𝐶

𝑥𝑑𝑦 − 𝑦𝑑𝑥 =
1

2

2𝜋∫︁
0

(𝑎 cos 𝑡 · 𝑏 cos 𝑡− 𝑏 sin 𝑡 · (−𝑎 sin 𝑡)𝑑𝑥) 𝑑𝑡 =
𝑎𝑏

2

2𝜋∫︁
0

𝑑𝑡 = 𝜋𝑎𝑏.

7.6.2. Обчислення роботи

П р и к л а д 2. Знайти работу сили, спрямованої до початку координат, величина якої
дорiвнює вiдстанi точки до початку координат, якщо точка, до якої прикладена сила,

описує проти годинникової стрiлки чверть елiпса
𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1, що лежить у першому

квадрантi.
Р о з в ’ я з а н н я. Робота, виконана силою F = (𝑃,𝑄) по перемiщенню точки вздовж
кривої 𝐴𝐵 iз положення 𝐴 в положення 𝐵, обчислюється за формулою

𝐴 =

∫︁
𝐴𝐵

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦.

За умовою сила F має вигляд F = (−𝑥,−𝑦) · 𝑘, де 𝑘 > 0 – коефiцiєнт такий, що
|F| =

√︀
𝑥2 + 𝑦2. Звiдси знаходимо, що 𝑘 = 1, F = (−𝑥,−𝑦). Тодi

𝐴 = −
∫︁
𝐴𝐵

𝑥𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑦.
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Рис. 53

Розглянемо ще один спосiб обчислення цього iнтеграла. Звертаємо увагу, що iнтеграл∫︁
𝐴𝐵

𝑥𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑦 =

∫︁
𝐴𝐵

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 не залежить вiд шляху iнтегрування: 𝑃 = 𝑥, 𝑄 = 𝑦,

𝜕𝑄

𝜕𝑥
=

𝜕𝑃

𝜕𝑦
. Тому за шлях iнтегрування можна вибрати будь-який шлях, який сполучає

точки 𝐴 i 𝐵. Сполучимо початкову i кiнцеву точки кривої ламаною 𝐴𝑂𝐵 (рис. 28):

∫︁
𝐴𝐵

𝑥𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑦 =

∫︁
𝐴𝑂𝐵

𝑥𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑦 =

0∫︁
𝑎

𝑥𝑑𝑥 +

𝑏∫︁
0

𝑦𝑑𝑦 = −𝑎2

2
+

𝑏2

2
.

Отже, маємо

𝐴 = −
∫︁
𝐴𝐵

𝑥𝑑𝑥 + 𝑦𝑑𝑦 =
𝑎2 − 𝑏2

2
.

7.6.3. Вiдновлення функцiї за її диференцiалом

Якщо функцiї 𝑃 (𝑥, 𝑦) i 𝑄(𝑥, 𝑦) та їхнi частиннi похiднi
𝜕𝑃

𝜕𝑦
i
𝜕𝑄

𝜕𝑥
є неперервними у

деякiй замкненiй областi 𝐷, то вираз

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦

є повним диференцiалом деякої функцiї тодi i лише тодi, коли

𝜕𝑃

𝜕𝑦
=

𝜕𝑄

𝜕𝑥

Нехай функцiя 𝑈(𝑥, 𝑦) задана своїм диференцiалом

𝑑𝑈 = 𝑃 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦.

Її можна вiдновити (знайти) iз точнiстю до сталого доданка: очевидно, що функцiї
𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑈(𝑥, 𝑦) +𝐶, де 𝐶 - довiльна стала, мають один i той самий диференцiал. Для
вiдшукання функцiї 𝑈(𝑥, 𝑦) вiзьмемо в 𝐷 двi точки — деяку фiксовану точку 𝑀0(𝑥0, 𝑦0)
i поточну точку 𝑀(𝑥, 𝑦), сполучимо їх яким-небудь шляхом, що не виводить за межi
областi 𝐷, i розглянемо iнтеграл вздовж цього шляху:∫︁

𝑀0𝑀

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦.
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В силу умови (1) цей iнтеграл не залежить вiд шляху iнтегрування:

∫︁
𝑀0𝑀

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 =

𝑀∫︁
𝑀0

𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦 =

𝑀∫︁
𝑀0

𝑑𝑈 = 𝑈 |𝑀𝑀0
= 𝑈(𝑥, 𝑦) − 𝑈(𝑥0, 𝑦0) = 𝑈(𝑥, 𝑦) + 𝐶

(7.6.8)

Рис. 54

П р и к л а д 3. Перевiрити, чи є вираз (3𝑥2 − 2𝑥𝑦+ 𝑦2)𝑑𝑥− (𝑥2 − 2𝑥𝑦+3𝑦2)𝑑𝑦 повним дифе-
ренцiалом деякої функцiї 𝑢(𝑥, 𝑦), i, якщо це так, знайти цю функцiю.
Р о з в ’ я з а н н я. У даному виразi функцiї 𝑃 = 3𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦2, 𝑄 = −𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 3𝑦2 є непе-
рервними разом iз своїми частинними похiдними

𝜕𝑃

𝜕𝑦
= −2𝑥+ 2𝑦

𝜕𝑄

𝜕𝑥
= −2𝑥+ 2𝑦

Оскiльки виконується рiвнiсть
𝜕𝑃

𝜕𝑦
=

𝜕𝑄

𝜕𝑥

то заданий вираз є повним диференцiалом деякої функцiї 𝑢(𝑥, 𝑦).
Для вiдшукання функцiї 𝑢(𝑥, 𝑦) скористаємося формулою (7.6.8). За початкову точку 𝑀0

для зручностi вiзьмемо точку (0, 0), i сполучимо її з точкою 𝑀(𝑥, 𝑦) ламаною (див. рис. 54,
𝑥0 = 0, 𝑦0 = 0)

𝑀∫︁
𝑀0

𝑃𝑑𝑥+𝑄𝑑𝑦 =

(𝑥,𝑦)∫︁
(0,0)

(3𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦2)𝑑𝑥− (𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 3𝑦2)𝑑𝑦 =

=

𝑥∫︁
0

3𝑥2𝑑𝑥−
𝑦∫︁

0

(𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 3𝑦2)𝑑𝑦 = 𝑥3 − 𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 − 𝑦3

Отже,
𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑥3 − 𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 − 𝑦3 + 𝐶,

де 𝐶 – довiльна стала.
Вкажемо ще один можливий спосiб вiдшукання функцiї за її диференцiалом. У виразi

𝑃𝑑𝑥+𝑄𝑑𝑦 = 𝑑𝑢

𝑃 =
𝜕𝑢

𝜕𝑥
, 𝑄 =

𝜕𝑢

𝜕𝑦
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За вiдомою похiдною
𝜕𝑢

𝜕𝑥
знаходимо функцiю 𝑢:

𝑢(𝑥, 𝑦) =

∫︁
𝑃 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥+ 𝜙(𝑦).

Тут 𝜙(𝑦) – невiдома функцiя (стала iнтегрування, при диференцiюваннi за змiнною 𝑥 щезають
доданки, залежнi вiд 𝑦). Для вiдшукання невiдомої функцiї 𝜙(𝑦) вiзьмемо похiдну по 𝑦 вiд
отриманої функцiї 𝑢(𝑥, 𝑦) i прирiвняємо її до 𝑄:

𝜕𝑢(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑦

(︂∫︁
𝑃 (𝑥, 𝑦)𝑑𝑥

)︂
+ 𝜙′(𝑦) = 𝑄(𝑥, 𝑦).

Iз останньої рiвностi знаходимо 𝜙′(𝑦), а потiм, пiсля iнтегрування, i саму функцiю 𝜙(𝑦).
Покажемо це на цьому ж прикладi:

𝑑𝑢 = (3𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦2)𝑑𝑥− (𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 3𝑦2)𝑑𝑦.

𝜕𝑢

𝜕𝑥
= 3𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦2

𝑢 =

∫︁
(3𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 𝑦2)𝑑𝑥+ 𝜙(𝑦) = 𝑥3 − 𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 + 𝜙(𝑦)

𝜕𝑢

𝜕𝑦
= −𝑥2 + 𝑥2𝑦 + 𝜙′(𝑦) = −(𝑥2 − 2𝑥𝑦 + 3𝑦2) ⇒ 𝜙′(𝑦) = −3𝑦2 ⇒ 𝜙(𝑦) = −𝑦3 + 𝐶, 𝐶 = const

𝑢 = 𝑥3 − 𝑥2𝑦 + 𝑥𝑦2 − 𝑦3 + 𝐶

7.7. Розв’язання задач засобами Maple
П р и к л а д 1. Обчислити криволiнiйний iнтеграл∫︁

𝐶

𝑑𝑠√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 4

,

де 𝐶 — вiдрiзок прямої, що сполучає точки 𝑂(0; 0) i 𝐴(1; 2).
Р о з в ’ я з а н н я. Рiвняння прямої 𝑂𝐴 має вигляд 𝑦 = 2𝑥. Знаходимо 𝑑𝑠:

𝑑𝑠 =
√︀

1 + 𝑦′2𝑑𝑥 =
√︀
1 + 22𝑑𝑥 =

√
5𝑑𝑥.

Зводимо криволiнiйний iнтеграла до визначеного:

∫︁
𝐶

𝑑𝑠√︀
𝑥2 + 𝑦2 + 4

=

1∫︁
0

√
5𝑑𝑥√

𝑥2 + 4𝑥2 + 4

> restart;
> y:=2*x: ds:=sqrt(1+(diff(y,x))^2)*dx;

𝑑𝑠 :=
√
5𝑑𝑥

> int(sqrt(5)/sqrt(x^2+y^2+4),x=0..1);

ln 5

2
+ ln

(︃
1

2
+

3
√
5

10

)︃

Вiдповiдь: ln
3 +

√
5

2
.
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П р и к л а д 2. Обчислити масу контуру елiпса
𝑥2

𝑎2
+

𝑦2

𝑏2
= 1, якщо лiнiйна густина його в

кожнiй точцi 𝑀(𝑥, 𝑦) дорiвнює |𝑦|.
Р о з в ’ я з а н н я. Масу 𝑚 кривої 𝐶 знайдемо як криволiнiйний iнтеграл

𝑚 =

∫︁
𝐶

𝛾(𝑥, 𝑦)𝑑𝑠,

де 𝛾(𝑥, 𝑦) — лiнiйна густина кривої.
Перейдемо до параметричних рiвнянь елiпса: 𝑥 = 𝑎 cos 𝑡, 𝑦 = 𝑏 sin 𝑡, 0 6 𝑡 6 2𝜋. Знаходимо

𝑑𝑠:
𝑑𝑠 =

√︀
𝑥′2(𝑡) + 𝑦′2(𝑡)𝑑𝑡 =

√︀
𝑎2 sin2 𝑡+ 𝑏2 cos2 𝑡𝑑𝑡

Враховуючи, що елiпс симетричний вiдносно координатних осей, знайдемо масу його частини,
що лежить у першому квадрантi, i помножимо її на 4:

𝑚 = 4

𝜋/2∫︁
0

𝑏 sin 𝑡
√︀

𝑎2 sin2 𝑡+ 𝑏2 cos2 𝑡𝑑𝑡 = 4𝑏

𝜋/2∫︁
0

√︀
𝑎2(1− cos2 𝑡) + 𝑏2 cos2 𝑡 sin 𝑡𝑑𝑡.

Не порушуючи загальностi мiркувань, можемо вважати, що 𝑎 > 𝑏. Тодi

𝑚 = 4𝑏

𝜋/2∫︁
0

√︀
𝑎2 − (𝑎2 − 𝑏2) cos2 𝑡 sin 𝑡𝑑𝑡 = 4𝑏

√︀
𝑎2 − 𝑏2

𝜋/2∫︁
0

√︂
𝑎2

𝑎2 − 𝑏2
− cos2 𝑡 sin 𝑡𝑑𝑡.

Для скорочення запису позначимо дрiб
𝑎2

𝑎2 − 𝑏2
через 𝑐2 i зробимо замiну змiнних в останньому

iнтегралi cos 𝑡 = 𝑧:

𝑚 = 4𝑏
√︀
𝑎2 − 𝑏2

1∫︁
0

√︀
𝑐2 − 𝑧2𝑑𝑧.

> assume(c>1);
> m:=4*b*sqrt(a^2-b^2)*int(sqrt(c^2-z^2),z=0..1);

𝑚 := 4𝑏
√︀
𝑎2 − 𝑏2

⎛⎜⎝𝑐2 arcsin
1

𝑐
2

+

√
𝑐2 − 1

2

⎞⎟⎠
> subs(c=a/sqrt(a^2-b^2),m);

4𝑏
√︀
𝑎2 − 𝑏2

⎛⎜⎜⎝𝑎2 arcsin

√
𝑎2 − 𝑏2

𝑎
2(𝑎2 − 𝑏2)

+

√︂
𝑎2

𝑎2 − 𝑏2
− 1

2

⎞⎟⎟⎠
Спростимо отриманий вираз:

𝑚 = 2

(︃
𝑎2𝑏√
𝑎2 − 𝑏2

arcsin

√
𝑎2 − 𝑏2

𝑎
+ 𝑏2

)︃

Вiдповiдь: 2

(︃
𝑏2 +

𝑎2𝑏√
𝑎2 − 𝑏2

arcsin

√
𝑎2 − 𝑏2

𝑎

)︃
.
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П р и к л а д 3. Обчислити криволiнiйний iнтеграл∫︁
𝐴𝐵

(𝑥2 − 2𝑥𝑦)𝑑𝑥+ (2𝑥𝑦 + 𝑦2)𝑑𝑦,

де 𝐴𝐵 — дуга параболи 𝑦 = 𝑥2 вiд точки 𝐴(1; 1) до точки 𝐵(2; 4).
Р о з в ’ я з а н н я. Для обчислення криволiнiйного iнтеграла у пiдiнтегральний вираз пiд-
ставляємо 𝑦 = 𝑥2. Отриманий вираз iнтегруємо по 𝑥 в межах вiд 𝑥 = 1 до 𝑥 = 2:
> restart;
> y:=x^2:
> int((x^2-2*x*y)+(2*x*y+y^2)*diff(y,x),x=1..2);

1219

30

Вiдповiдь: 40
19

30
.

П р и к л а д 4. Обчислити ∮︁
𝐶

(𝑥+ 𝑦)𝑑𝑥− (𝑥− 𝑦)𝑑𝑦

𝑥2 + 𝑦2
,

де контур 𝐶 — коло 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑎2, напрямок обходу — проти годинникової стрiлки.
Р о з в ’ я з а н н я. Перейдемо до параметричного задання рiвняння кола 𝐶{︂

𝑥 = 𝑎 cos 𝑡
𝑦 = 𝑎 sin 𝑡

i обчислимо отриманий визначений iнтеграл:
> restart;
> x:=a*cos(t):y:=a*sin(t):
> int(((x+y)*diff(x,t)-(x-y)*diff(y,t))/(x^2+y^2),t=0..2*Pi);

−2𝜋

Вiдповiдь: −2𝜋.

П р и к л а д 5. Знайти первiсну функцiю пiдiнтегрального виразу i обчислити iнтеграл

(3;0)∫︁
(−2;−1)

(𝑥4 + 4𝑥𝑦3)𝑑𝑥+ (6𝑥2𝑦2 − 5𝑦4)𝑑𝑦.

Р о з в ’ я з а н н я.
> restart;
> P:=x^4+4*x*y^3:Q:=6*x^2*y^2-5*y^4:;

Перевiряємо умову
𝜕𝑄

𝜕𝑥
=

𝜕𝑃

𝜕𝑦
:

> is(diff(P,y)=diff(Q,x));
𝑡𝑟𝑢𝑒

Знаходимо функцiю 𝑢:
> u:=\int(P,x)+varphi(y);

𝑢 :=
𝑥5

5
+ 2𝑥2𝑦3 + 𝜙(𝑦)

> eq:=diff(u,y)=Q;

𝑒𝑞 := 6𝑥2𝑦2 +
𝑑

𝑑𝑦
𝜙(𝑦) = 6𝑥2𝑦2 − 5𝑦4
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> eq:=diff(varphi(y), y)=-5*y^4;

𝑒𝑞 :=
𝑑

𝑑𝑦
𝜙(𝑦) = −5𝑦4

> dsolve(eq);
𝜙(𝑦) = −𝑦5 + 𝐶1

> u:=(x,y)->x^5/5 + 2*x^2*y^3-y^5 + C1;

𝑢 := (𝑥, 𝑦) ↦→ 1

5
· 𝑥5 + 2 · 𝑥2 · 𝑦3 − 𝑦5 + 𝐶1

Обчислюємо значення iнтеграла як прирiст первiсної:
> u(3,0)-u(-2,-1);

62

Вiдповiдь: 62.

П р и к л а д 6. Через точки 𝐴(1; 0) i 𝐵(2; 3) проведенi парабола 𝐴𝑚𝐵, вiссю якої є вiсь 𝑂𝑦,
i хорда параболи 𝐴𝑛𝐵. Знайти ∮︁

𝐴𝑚𝐵𝑛𝐴

(𝑥+ 𝑦)𝑑𝑥− (𝑥− 𝑦)𝑑𝑦

безпосередньо i застосовуючи формулу Грiна.
Р о з в ’ я з а н н я. Рiвняння хорди знайдемо як рiвняння прямої, що проходить через двi
точки:

𝑥− 1

2− 1
=

𝑦 − 0

3− 0
⇒ 𝑦 = 3(𝑥− 1).

Рiвняння параболи шукатимемо у виглядi 𝑦 − 𝑦0 = 𝑎𝑥2:{︂
0− 𝑦0 = 𝑎 · 12,
3− 𝑦0 = 𝑎 · 22 ⇒ 𝑦0 = −1, 𝑎 = 1, ⇒ 𝑦 + 1 = 𝑥2.

Рис. 55

> restart;
> P:=x+y:Q:=-x+y:
Задаємо рiвняння кривої 𝐴𝑚𝐵:
> y:=x^2-1:
Обчислюємо iнтеграл вздовж 𝐴𝑚𝐵:
> I_AmB:=int(P+Q*diff(y,x),x=1..2);

𝐼_𝐴𝑚𝐵 :=
8

3
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Задаємо рiвняння прямої 𝐵𝑛𝐴:
> y:=3*(x-1):
Обчислюємо iнтеграл вздовж 𝐵𝑛𝐴:
> I_BnA:=int(P+Q*diff(y,x),x=2..1);

𝐼_𝐵𝑛𝐴 := −3

> I_AmBnA:=I_AmB+I_BnA;

𝐼_𝐴𝑚𝐵𝑛𝐴 := −1

3

Звiльняємо змiнну 𝑦:
> y:=’y’:
Обчислюємо iнтеграл по замкненому контуру за формулою Грiна:
> int(int(diff(Q,x)-diff(P,y),y=x^2-1..3*(x-1)),x=1..2);

−1

3

Вiдповiдь: −1

3
.
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